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積分的意義 

1. 黎曼和 

 
設 ܴ 是由 ݂(ݔ) = ଷݔ − ଶݔ2 + x + 1 和 ݔ = ݔ 、0 = 1 及 ݔ 軸所圍成的區域。 
 
上和： 

 
下和： 

 
 

黎曼和： 
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1-1 上和(上黎曼和) 
將區間 ൣܽ ,  ܾ൧ 分成 ݊ 等分，取每一分中 ݂(ݔ) 的最大值為高， 
則所形成 ݊ 個長方形的面積和，稱之為上和，記為 ௡ܷ。 

 

1-2 下和(下黎曼和) 

將區間 ൣܽ ,  ܾ൧ 分成 ݊ 等分，取每一分中 ݂(ݔ) 的最小值為高， 
則所形成 ݊ 個長方形的面積和，稱之為下和，記為 ܮ௡。 

 

1-3 黎曼和 

將區間 ൣܽ ,  ܾ൧ 分成 ݊ 等分，形成分割點 ܽ = ௡ݔ、⋯、ଶݔ、ଵݔ、଴ݔ = ܾ， 
取一個數值 ݐ௜ ∈ , ௜ିଵݔൣ  ，௜൧ݔ  
則以 ൫ ݔ௜ − ∑ ：為高的長方形面積和記為 (௜ݐ)݂ ௜ିଵ൯ 為底ݔ  ݂൫ ݐ௜൯ ∙ ൫ ݔ௜ − ௜ିଵ൯௡ݔ 

௜ୀଵ   
稱之為『 ݂(ݔ) 在 ൣܽ ,  ܾ൧ 上對於分割點 ݔ଴、ݔଵ、 ⋯、ݔ௡ 的黎曼和』。 

 

1-4 黎曼和的性質 
i. 上和 ௡ܷ ≥ 黎曼和 ≥下和ܮ௡ 

ii. 利用黎曼和求函數圖形與 ݔ 軸所圍成面積時，若函數圖形在 ݔ 軸下方， 
則黎曼和求出面積值也為負。 
 

2. 定積分 

 
若 ݂(ݔ) 是定義在區間 ൣܽ ,  ܾ൧ 的連續函數，且將 ൣܽ ,  ܾ൧ 分成 ݊ 等分後， 
其上和 ௡ܷ 與下和 ܮ௡ 的極限值相等 ݈݅݉

௡→ஶ ௡ܷ = ݈݅݉
௡→ஶ

 ，௡ܮ

此極限值稱為『 ݂(ݔ) 由 ܽ 到 ܾ 的定積分』，記為∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔ 。 
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3. 定積分的性質 

 
1. ∫ ௕ݔ݀ ܿ

௔ = ܿ ∙ (ܾ − ܽ) ， ܿ 為任意常數。 

2. ∫ (ݔ)݂] + ௕ݔ݀[(ݔ)݃
௔ = ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂

௔ + ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݃
௔  

3. ∫ ܿ ∙ ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔ = ܿ ∙ ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂

௔ ， ܿ 為任意常數。 

4. ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂
௔ = ∫ ௖ݔ݀(ݔ)݂

௔ + ∫ ௕ݔ݀(ݔ)݂
௖ ， ܿ 屬於區間 ൫ܽ , ܾ൯ 。 

 

4. 定積分與面積 

 
設連續函數 ݂(ݔ)、݃(ݔ) 分別與 ݔ = ݔ、ܽ = ܾ 及 ݔ 軸依序圍成 ܴଵ、 ܴଶ 兩區域。 
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5. 微積分基本定理 

 

若 ݂(ݔ) 為連續函數，令函數 (ݔ)ܨ = ∫ ௫ݐ݀(ݐ)݂
௔ ，則 (ݔ)ܨ 為可微分函數，且 ܨᇱ(ݔ) =  。(ݔ)݂

 

 

 

6. 積分公式 

 
積分：由函數 ݂(ݔ) 求其反導函數 ∫  。積分 (ݔ)݂ 的過程，稱之為將函數 ݔ݀ (ݔ)݂

 
(ݔ)݂ .1 =  。௡， ݊ 為正整數ݔ

∫ ݔ݀ (ݔ)݂ =
1

݊ + 1 ௡ାଵݔ + ܿ 

(ݔ)݂ .2 = ݇， ݇ 為常數。 

∫ ݇ ∙ ݔ଴݀ݔ = ݇ ∙
1

0 + 1 ଴ାଵݔ + ܿ = ݔ݇ + ܿ 
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小試身手 

 
1. 函數 ݂(ݔ) = ݔ ଶ 的圖形與ݔ = 4 及 ݔ 軸所圍成的區域 ܴ ，求將區間ൣ0 ,  4൧ 分成 8 等分的上

和 ଼ܷ 與下和 ଼ܮ。 
2. 函數 ݂(ݔ) = ݔ ଶ 的圖形與ݔ = 4 及 ݔ 軸所圍成的區域 ܴ ，利用黎曼和求其面積。 
3. 函數 ݂(ݔ) = , ଷ 在區間 ൣ0ݔ  4൧ 的定積分為? 
4. 設 為多項式函數，已知定積分 (ݔ)݃、(ݔ)݂   ∫ ଽଽݔ݀(ݔ)݂

଴ = ∫且 ߙ ଽଽݔ݀(ݔ)݃
଴ = ߚ ，試求

 ∫ [4 ∙ (ݔ)݂ + 3 ∙ ଽଽݔ݀[(ݔ)݃
଴  的值? 

5. ∫ ଷݔ2) + ݔ − ݔ݀ (5 =ଷ
଴ ? 

(ݔ)݂ .6 = ∫ ଶݐ6) − ݐ2 − ௫ݐ݀ (3
ଵ ，求 ݂ᇱ(ݔ) =? 

7. ∫ ݔ7) − 5)଺ ݀ݔ =ଵ
଴ ? 
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詳解 

 

1. ଼ܷ = ଵ
ଶ

∙ ݂ ቀଵ
ଶ
ቁ + ଵ

ଶ
∙ ݂ ቀଶ

ଶ
ቁ + ⋯ + ଵ

ଶ
∙ ݂ ቀ଻

ଶ
ቁ + ଵ

ଶ
∙ ݂ ቀ଼

ଶ
ቁ 

 =
1
2 ∙ ቈ൬

1
2൰

ଶ

+ ൬
2
2൰

ଶ

+ ⋯ + ൬
7
2൰

ଶ

+ ൬
8
2൰

ଶ

቉ 

=
1
2 ∙ ൬

1
2൰

ଶ

∙ [1ଶ + 2ଶ + ⋯ + 7ଶ + 8ଶ] 

=
1
8 ∙

8(8 + 1)(2 ∙ 8 + 1)
6  

=
1
8 ∙

8 ∙ 9 ∙ 17
6 =

3 ∙ 17
2 =

51
2  

 

଼ܮ = ଼ܷ −
1
2 ∙ ݂(4) 

      =
51
2 −

1
2 ∙ 4ଶ =

51
2 −

16
2 =

35
2  

 
 

2. 黎曼和 ∑ ௜ݔ)(௜ݐ)݂ − ௜ିଵ)௡ݔ
௜ୀଵ  

௜ݔ)(௜ݐ)݂ − (௜ିଵݔ = ݂ ൬
4݅
݊ ൰ ∙

4
݊ = ൬

4݅
݊ ൰

ଶ

∙
4
݊ 

=
16݅ଶ

݊ଶ ∙
4
݊ 

෍
16݅ଶ

݊ଶ ∙
4
݊

௡

௜ୀଵ

=
16
݊ଶ ∙

4
݊ ∙ (1ଶ + 2ଶ + ⋯ + ݊ଶ) 

=
16
݊ଶ ∙

4
݊ ∙

݊(݊ + 1)(2݊ + 1)
6  

=
16 ∙ 2 ∙ ݊ ∙ (݊ + 1)(2݊ + 1)

3݊ଷ  

=
64݊ଷ + 96݊ଶ + 32݊

3݊ଷ  

݈݅݉
௡→ஶ

෍ ௜ݔ)(௜ݐ)݂ − (௜ିଵݔ
௡

௜ୀଵ

= ݈݅݉
௡→ஶ

64݊ଷ + 96݊ଶ + 32݊
3݊ଷ  

=
64
3  
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3. ∫ ସݔଷ݀ݔ
଴ = ݈݅݉

௡→ஶ
∑ ௜ݔ)(௜ݐ)݂ − ௜ିଵ)௡ݔ

௜ୀଵ  

                 = ݈݅݉
௡→ஶ

෍ ݂ ൬
4݅
݊ ൰ ൬

4
݊൰

௡

௜ୀଵ

= ݈݅݉
௡→ஶ

෍ ൬
4݅
݊ ൰

ଷ

൬
4
݊൰

௡

௜ୀଵ

 

                 = ݈݅݉
௡→ஶ

෍
256
݊ସ ∙ ݅ଷ

௡

௜ୀଵ

= ݈݅݉
௡→ஶ

256
݊ସ ∙ (1ଷ + 2ଷ + ⋯ + ݊ଷ) 

                 = ݈݅݉
௡→ஶ

256
݊ସ ∙

݊ସ + 2݊ଷ + ݊ଶ

4 =
256

4 = 64 

 

4. 原式= ∫ 4 ∙ ଽଽݔ݀(ݔ)݂
଴ + ∫ 3 ∙ ଽଽݔ݀(ݔ)݃

଴ = 4 ∙ ∫ ଽଽݔ݀(ݔ)݂
଴ + 3 ∙ ∫ ଽଽݔ݀(ݔ)݃

଴  

         = ߙ4 +  ߚ3

 

5. ∫ ଷݔ2) + ݔ − ݔ݀ (5 =ଷ
଴ ∫ ଷݔ݀ ଷݔ2

଴ + ∫ ଷݔ݀ ݔ
଴ − ∫ ଷݔ݀ 5

଴  

                                       = (2 ∙ ଵ
ଷାଵ

∙ |(ଷାଵݔ ଷ
଴ + ( ଵ

ଵାଵ
∙ | (ଵାଵݔ ଷ

଴ − |(ݔ5) ଷ
଴  

                                       = ଵ
ଶ

|ସݔ ଷ
଴ + ଵ

ଶ
|ଶݔ ଷ

଴ − |ݔ5 ଷ
଴  = (ଵ

ଶ
ସݔ + ଵ

ଶ
ଶݔ − |(ݔ5 ଷ

଴  

                                       = (ଵ
ଶ

∙ 3ସ + ଵ
ଶ

∙ 3ଶ − 5 ∙ 3) − 0 = 30  

 

(ݔ)݂ .6 = ∫ ଶݐ6) − ݐ2 − ௫ݐ݀ (3
ଵ = ∫ ௫ݐ݀ ଶݐ6

ଵ − ∫ ௫ݐ݀ ݐ2
ଵ − ∫ ௫ݐ݀ 3

ଵ   

          = (6 ∙ ଵ
ଶାଵ

∙ ଶାଵݐ − 2 ∙ ଵ
ଵାଵ

∙ ଵାଵݐ − |(ݐ3 ௫
ଵ = ଷݐ2) − ଶݐ − |(ݐ3 ௫

ଵ  

          = ଷݔ2) − ଶݔ − (ݔ3 − (2 ∙ 1ଷ − 1ଶ − 3 ∙ 1)  

          = ଷݔ2 − ଶݔ − ݔ3 + 2  

 

7. ௗ
ௗ௫

ݔ7) − 5)଻ = 7 ∙ ݔ7) − 5)଻ିଵ ∙ (7 − 0) 

                 = 49 ∙ ݔ7) − 5)଺  

∫ 49 ∙ ݔ7) − 5)଺ ݀ݔ = ݔ7) − 5)଻  

49∫ ݔ7) − 5)଺ ݀ݔ = ݔ7) − 5)଻  

∫ ݔ7) − 5)଺ ݀ݔ = ଵ
ସଽ

ݔ7) − 5)଻  

∫ ݔ7) − 5)଺ ݀ݔଵ
଴ = [ ଵ

ସଽ
ݔ7) − 5)଻]| ଵ

଴ = 1597  


