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2-3-7  虛根成對定理 

 

定理敘述 

1. n 次方程式有 n 個複數根（包含重根）。 

2. 虛根成對定理：設 ( ) 0f x = 為實係數 n 次多項式方程式，若 z a bi= + 為方程式之一根，則

z a bi= − 也為方程式之另一根。 

 

 

定理證明或說明 

設 1
1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + +L 為一實係數 n 次多項式，若複數 z a bi= + 為方程式 ( ) 0f x =

的一根，即 ( ) 0f z = ，欲求證 ( ) 0f z = 。 

證明： 1 1
1 1 0 1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0n n n n

n n n nf z a z a z a z a a z a z a z a f z− −
− −= + + + + = + + + + = = =L L  

即 z a bi= − 為方程式 ( ) 0f x = 的另一根。 

 

 

注意事項 

1. 代數基本定理： n N∈ ，則 n 次多項式方程式至少有一個複數根。 

 或任何一個 n 次多項式方程式恰有 n 個複數根（包含實根及虛根）。 

2. 虛根成對定理必須注意實係數多項方程式中，始成立。 

3. 奇數次實係數多項方程式至少有一個實數根。 

4、實係數 n 次多項式必可寫成實係數一次因式與二次因式的連乘積。 

 

 

關鍵字 

虛根成對、實係數多項方程式 
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例題例題例題例題 1 

實係數方程式 4 3 2( ) 4 3f x x x x ax b= − + + + 有一根1 i− ，試求 a 、b 之值。 

Ans： 

由 1x i= − 移項並平方後，可推得 2 2 2 0x x− + = ， 

接著使用長除法及除法原理得 

2 2( ) ( 2 2)( 2 3) ( 2) ( 6)f x x x x x a x b= − + − − + − + +  

因為1 i− 為 ( )f x 之一根，即 (1 ) 0f i− =  

最後得
2

6

a

b

=
 = −

 

 

例題例題例題例題 2 

4 3 22 14 2 0x x x x k+ − + + = 有一虛根 i ，試求實數 k 之值？及此方程式之解？ 

Ans： 

由 x i= 平方後，可推得 2 1 0x + = ， 

接著使用長除法及除法原理得 

原式 2 2( 1)( 2 15) ( 15)x x x k= + + − + +  

因為 i 為上式之一根，因此可得 15k = − ， 

原式 2 2 2( 1)( 2 15) ( 1)( 3)( 5) 0x x x x x x= + + − = + − + =  

可得其所有解為 i 、 i− 、3、 5−  

 

例題例題例題例題 3 

若1 i+ 為 2 (1 3 ) 0x ax i+ − + = ，之一根，試求 a 之值。 

Ans： 

請注意該方程式並非實係數方程式， 

因此虛根成對定理不成立。 

以 1x i= + 代入 2 (1 3 ) 0x ax i+ − + = ， 

2(1 ) (1 ) (1 3 ) 0i a i i⇒ + + + − + = ， 

化簡後得 1a = 。 
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例題例題例題例題 4 

設 ( )f x 為實係數三次多項式， (2 3 ) ( 1) 0f i f+ = − = 且 (1) 40f = ，試求 ( )f x 。 

Ans： 

由 ( )f x 為實係數三次多項式，得知虛根成對， 

因此三根為 2 3i± 、 1− ， 

可令 2( ) ( 4 13)( 1)f x a x x x= − + +  

以 1x = 代入上式，得 10 2 40a× × = ， 

可得知 2a = ， 

2 3 2( ) 2( 4 13)( 1) 2 6 18 26f x x x x x x x= − + + = − + +  

 

例題例題例題例題 5 

設三次實係數方程式 3 22 5 0x x mx n− + + = 有兩相異複數根為 a i+ 、 2 bi+ ， 

其中 ,a b 是不為 0 的實數， ,m n 為整數，試求此方程式的實根。 

Ans： 

由 ( )f x 為實係數三次多項式，得知虛根成對， 

因此兩根為 2 i+ 、 2 i− ， 

假設實根為α ，利用根與係數的關係， 

5
(2 ) (2 )

2
i iα + + + − = ，得

3

2
α = −  

 

例題例題例題例題 6 

設 a 為實數，且方程式 2 (1 ) 2 3 0x i x a i+ + + − = 有實根，試求 a 之值。 

Ans： 

令實根為 k ，代入後化簡可得 2( 2 ) ( 3) 0k k a i k+ + + − =  

因此，
2 2 0

3 0

k k a

k

 + + =


− =
，得到 3k = 代入另一式，可得 6a = −  
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例題例題例題例題 7 

設 k 為實數，若 3 22 6 0x x kx+ + + = 有純虛根，試求 k 的值。 

Ans： 

令純虛根為 x bi= ，代入 3 22 6 0x x kx+ + + = ， 

得 3 2( ) 2( ) ( ) 6 0bi bi k bi+ + + =  

化簡後 2 2( 2 6) ( ) 0b ib k b− + + − =  

因此，
2

2

2 6 0

( ) 0

b

b k b

− + =


− =
，又 2 3b = 且 0b ≠ ，推論出 2 3k b= = 。 

 

 

溫故知新 

習習習習題題題題 1 

方程式 4 3 2 9 10 0x x x x− + + − = 有一根為1 2i+ ，試求此方程式的其他根。 

 

習習習習題題題題 2 

設三次方程式 3 2 4 6 0x x x+ − + = 有兩複數根 a i+ 、1、1 bi+ ，其中 a 、b 是不為 0 的實數，

試求此方程式的實根。 

 

習習習習題題題題 3 

已知 ( )f x 為一實係數四次多項式，且 (2 3 ) (1) ( 2) 0f i f f+ = = − = ，又 4x 項的係數為 1，試求

( )f x 除以 x 的餘式為何？ 

 

習習習習題題題題 4 

設 m、n、a、b 皆為實數，方程式 3 22 5 0x x mx n+ + + = 有兩複數根為 5a i+ 與 3bi − ，試求： 

(1) 數對 ( , )a b = ？ 

(2) 數對 ( , )m n = ？ 
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習習習習題題題題 5 

設 a 為實數，若 3 23 3 0x x ax+ + + = 有純虛根，試求 a 之值。 

 

習習習習題題題題 6 

設 ( )f x 為一實係數多項式，且已知 (2 7 ) 3 4f i i+ = − ，試求 (2 7 )f i− 之值。 

 

 

解答與解析 

習題 1：1 2i− 、1、 2− 共 3 根 

習題 2： 3−  

習題 3： 26−  

習題 4：(1) ( , ) ( 3, 5)a b = − −  (2) ( , ) (28, 34)m n = −  

習題 5：	9 

習題 6： (2 7 ) 4 3f i i− = − −  

 


