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oookkk111333444   對對對數數數函函函數數數    

一、對數函數 

1. 定義﹕設 0a ﹐ 1a ﹐ 0x ﹐稱   logay f x x   

為以 a為底數的對數函數﹒  

2. 圖形與基本性質  

對數函數 logay x 在 1a 與 0 1a  時的圖形如下﹕  

      

函數圖形通過點  1,0 ﹐整個圖形在 y軸右方﹐  

且 y軸為其漸近線﹒  
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【範例 1】  

在下列的方格紙中作出 2logy x 與 1

2

logy x 的圖形﹒  

【詳解】  

     

 

【演練 1】  

已知 logay x 的圖形與 3logy x 的圖形對稱於 x軸﹐試在下列的  

方格紙中作出 3logy x 與 logay x 的圖形﹒  

【詳解】  

     

由圖可知﹕
1

3
a ﹒  
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【範例 2】  

右圖為函數 logay x ﹐ logby x ﹐ logcy x 與 2logy x 的圖

形﹐且 logcy x 與 2logy x 的圖形對稱於 x軸﹐選出正確的

選項﹕  

(1) 2a ， 

(2) 1 2a  ，  

(3) 0 1a  ，  

(4) b c ， 

(5) 
1

2
c ﹒  

Ans：(1)(5) 

【詳解】  

由圖可知﹕ 1 2b c a    ﹐  

又 logcy x 與 2logy x 的圖形對稱於 x 軸﹐所以
1

2
c ﹒  

故正確的選項為(1)(5)﹒  

 

 

【演練 2】  

設 0a ﹐ 1a ﹐則下列圖形中﹐哪些可能是對數函數 logay x 的部分圖形﹕  

(1)  (2)  (3)  (4)  

Ans：(2)(4)﹒  
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【範例 3】  

在下列的方格紙中作出  1

2

log 1y x  與 1

2

log 2y x 的圖形﹒  

【詳解】  

函數  1

2

log 1y x  的圖形為函數 1

2

logy x 的圖形向左平移一個單位﹒  

因為 1 1 1 1

2 2 2 2

log 2 log 2 log log 1y x x x     ﹐  

所以函數 1

2

log 2y x 的圖形為函數 1

2

logy x 的圖形向下平移一個單位﹒  

     

 

【演練 3】  

若  1

2

logy x a b   的圖形如右圖所示﹐則  ,a b 可能為  

(1)  3, 1  ， (2)  3,1 ， (3)  3, 1 ，  

(4)  5,2 ，  (5)  9,3 ﹒  

Ans：(2) 

【詳解】  

因為真數 0x a  ﹐即 x a ﹐又漸近線為 3x ﹐  

所以 3x ﹐即 3a ﹒  

又當 1x 時﹐ 0y ﹐因此  1

2

log 1 3 0b    ﹐  

得 1

2

log 2b ﹐ 1b ﹒  

故    , 3,1a b  ﹐正確的選項為(2)﹒  
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二、圖解對數方程式  

【範例 4】  

求下列方程式的實根個數﹕  

(1) 1

2

3 logx x ，  (2) 2log 2x x  ﹒  

Ans：(1) 1，(2) 3 

【詳解】  

(1) 方程式 1

2

3 logx x 的實根個數等於  

3xy 與 1

2

logy x 兩圖形的交點個數﹒  

如圖﹐兩圖形有一交點﹐  

故方程式 1

2

3 logx x 有 1 實根﹒  

(2) 方程式 2log 2x x  的實根個數等於  

2logy x 與 2y x  兩圖形的交點個數﹒  

如圖﹐兩圖形有三交點﹐故方程式 2log 2x x  有 3 實根﹒  

 

 

【演練 4】  

求下列方程式的實根個數﹕  

(1) 
2

2log 4x x  ，   (2)  2log 5 0x x    ﹒  

Ans：(1) 4，(2) 2 

【詳解】  

(1) 方程式 2
2log 4x x  的實根個數等於  
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2logy x 與 2 4y x  兩圖形的交點個數﹒  

如圖﹐兩圖形有 4 個交點﹐  

故方程式 2
2log 4x x  有 4 實根﹒  

(2) 方程式  2log 5 0x x    的實根個數  

等於  2logy x  與 5y x  兩圖形的交點個數﹒  

如圖﹐兩圖形有二交點﹐  

故方程式  2log 5 0x x    有 2 實根﹒  
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三、對數方程式 

     

因為對數函數 logay x 的圖形與任意水平線都恰有一個交點﹐  

所以當 log loga a  時﹐可得  ﹒  
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【範例 5-1】  

解下列方程式﹕    2
2 4

1
log 1 log 4

2
x x x     ﹒  

Ans：x＝3 

【詳解】  

利用對數的性質得知  

   2
2 4

1
log 1 log 4

2
x x x     ﹐  

 
2log(x 1) log(x x 4) 1

=
log2 2log2 2

  
  

 2log(x－1)－log(x2－x－4)＝log2 

 log(x－1)2－log(x2－x－4)＝log2 

 
2

2

(x 1)
log =log2

x x 4



 
 

 
 2
2

1
2

4

x

x x




 
 

 x2－2x＋1＝2(x2－x－4) 

 2 9 0x    

 3x ﹒  

當 3x 時﹐會使得對數  2log 1x 的真數小於 0﹐故 3x 不合﹒  

因此﹐ 3x ﹒  

 

【範例 5-2】  

解下列方程式﹕ 2log 4 log 1x x  ﹒  

Ans：
1

4
或 2 

【詳解】  

利用對數的性質得知 2 2log 4 log 1 2log 2 log 1x xx x     ﹒  

令 2logt x ﹒則方程式可改寫為
2

1t
t
  ﹐即 2 2 0t t   ﹐  

解得 2t 或 1﹒因此﹐ 2log 2x 或 1﹒  

故 22x  或 12 ﹐即
1

4
x 或 2﹒  
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【演練 5】  

解下列方程式﹕  

(1)  3 3log 3 243 2 log 4
2

x x
    ﹒   (2) log 100 3log 5x x  ﹒  

Ans：(1) 4 或 6，(2) 3 10x 或
1

100
 

【詳解】  

(1) 利用對數的性質得知  

    22
3 3 3 3log 3 243 2 log 4 log 3 243 log 3 3 4

2

x
x xx  
         

 
﹐  

因此 23 243 36 3
x

x    ﹒令 23
x

t  ﹒  

則方程式可改寫為 2 243 36t t  ﹐即 2 36 243 0t t   ﹒  

解得 9t  或 27﹒因此﹐ 23 9
x

 或 27﹐解得 4x 或 6﹒  

(2) 利用對數的性質得知  

10 10
10

2
log 100 3log 5 2log 10 3log 5 3log 5

logx xx x x
x

        ﹒  

令 10logt x ﹒則方程式可改寫為
2

3 5t
t
  ﹐  

即 23 5 2 0t t   ﹐解得
1

3
t  或2﹒因此﹐ 10

1
log

3
x 或2﹒  

故
1

310x 或 210 ﹐即 3 10x 或
1

100
﹒  

 

【範例 6】  

解方程式﹕ log 610xx x ﹒  

Ans：1000 或
1

100
 

【詳解】  

將 log 610xx x 兩邊取對數﹐得    log 6log log 10xx x ﹐  

整理得  2log log 6 0x x   ﹐因式分解得   log 3 log 2 0x x   ﹐  

即 log 3x 或 log 2x ﹐因此﹐ 310 1000x  或 2 1
10

100
x   ﹒  
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【演練 6】  

解方程式﹕ log10 100xx  ﹒  

Ans： 10x 或
1

100
 

【詳解】  

將 log10 100xx  兩邊取對數﹐  

得  log10log log100xx  ﹐  

即  1 log log 2x x  ﹐  

整理得  2log log 2 0x x   ﹐  

因式分解得   log 1 log 2 0x x   ﹐  

即 log 1x 或 log 2x ﹐  

因此﹐ 10x 或 2 1
10

100
x   ﹒  
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四、對數不等式 

     

觀察對數函數圖形﹐可得  

(1) 當 1a 時﹐圖形由左向右爬升﹐即「若 1 2x x ﹐  

則 1 2log loga ax x 」﹒  

(2) 當 0 1a  時﹐圖形由左向右下降﹐即「若 1 2x x ﹐  

則 1 2log loga ax x 」﹒  
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【範例 7】  

比較 1

8

log 10a ﹐ 1

4

1
log

10
b ﹐ 1

2

1
log

10
c ﹐ 1d  四數的大小關係﹒  

Ans：a＜d＜b＜c 

【詳解】  

利用對數的性質﹐將 a﹐b﹐c﹐d 四數改寫為  

1

3
2 2

1
log 10 log 10

3
a


  ﹐  

1

2
2 2

1
log 10 log 10

2
b  ﹐  

2log 10c ﹐  

2log 2d   

因為
11

3210 10 2 10


   且底數 2 1 ﹐  

所以 c b d a   ﹒  

 

【演練 7】  

比較 1

5

log 3a ﹐ 1

5

1
log

3
b ﹐ 1

3

log 5c ﹐ 1d  四數的大小關係﹒  

Ans： d b a c    

【詳解】  

將 a﹐b﹐c 三數改寫為  

5log 3a ﹐ 5log 3b ﹐ 3log 5c  

因為 50 log 3 1  ﹐ 3log 5 1 ﹐  

所以1 0 1b a c     ﹐  

即 d b a c   ﹒  

 

【範例 8】  

解下列不等式﹕  

(1)  2
6log 3 2 1x x   ﹒   (2)    1 1

2 4

1 log 1 log 4x x    ﹒  

Ans：(1) 1 1x   或 2 4x  ，(2) 1 3x   

【詳解】  

(1) 將不等式  2
6log 3 2 1x x   改為  2

6 6log 3 2 log 6x x   ﹒  
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因為底數 6 1 ﹐所以 2 3 2 6x x   ﹐即 2 3 4 0x x   ﹐  

解得 1 4x   ﹒  

又因為真數 2 3 2 0x x   ﹐所以 2x 或 1x ﹒  

因此﹐將兩不等式聯立得 1 1x   或 2 4x  ﹒  

(2) 將不等式    1 1

2 4

1 log 1 log 4x x     

改寫為    2

1 1

4 4

1
log 1 log 4

4
x x   ﹒  

因為底數
1

1
4
 ﹐所以  21

1 4
4

x x   ﹐  

即 2 2 15 0x x   ﹐解得 5 3x   ﹒  

又因為真數 1 0x  且 4 0x  ﹐所以1 4x  ﹒  

將兩不等式聯立﹐可得1 3x  ﹒  

 

【演練 8】  

解下列不等式﹕  

(1)    1 1

2 4

log 2 log 8x x   ﹒  

(2) 2 1

2

0 log log 1x
 

  
 

﹒  

Ans：(1) 4 8x  ，(2) 
1 1

4 2
x   

【詳解】  

(1) 不等式    1 1

2 4

log 2 log 8x x    

改寫為    2

1 1

4 4

log 2 log 8x x   ﹒  

因為底數
1

1
4
 ﹐所以  22 8x x   ﹐  

即 2 3 4 0x x   ﹐解得 4x 或 1x ﹒  

又因為真數 2 0x  ﹐ 8 0x  ﹐所以 2 8x  ﹒  

將兩不等式聯立﹐可得 4 8x  ﹒  

(2) 2 1 2 2 1 2

2 2

0 log log 1 log 1 log log log 2x x
   

       
   
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1

2

1 log 2x   （因為底數 2 1 ）  

1 1 1

2 2 2

1 1
log log log

2 4
x    

1 1

4 2
x   （因為底數

1
1

2
 ）  
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五、凹向性 

     

觀察對數函數圖形﹐可得  

(1) 當 1a 時﹐其圖形凹口向下﹐即 1 2 1 2log log
log

2 2
a a

a

x x x x 
 ﹒  

(2) 當 0 1a  時﹐其圖形凹口向上﹐即 1 2 1 2log log
log

2 2
a a

a

x x x x 
 ﹒  
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【範例 9】  

設 1000a b  ﹐  

7 7log logp a b  ﹐  7 7

1
log log

2
q a b  ﹐ 7log

2

a b
r

 
  

 
﹒  

試比較 p﹐ q﹐ r三數的大小關係﹒  

Ans：r＞q＞p 

【詳解】  

因為 1000a b  ﹐所以 7 7log log 0a b  ﹒  

由算幾不等式可知﹕  7 7 7 7

1
log log log log

2
a b a b   ﹒  

又因為底數 7 1 ﹐所以 7logy x 的圖形凹口向下﹐可得  

 7 7 7

1
log log log

2 2

a b
a b

 
  

 
﹒  

故 r q p  ﹒  

 

【演練 9】  

設 1000a b  ﹐  

0.7 0.7log logp a b  ﹐  0.7 0.7

1
log log

2
q a b  ﹐ 0.7log

2

a b
r

 
  

 
﹒  

試比較 p﹐ q﹐ r三數的大小關係﹒  

Ans： p q r   

【詳解】  

因為 1000a b  ﹐所以 0.7 0.70 log logb a  ﹐  

且 0.7log 0
2

a b
r

 
  

 
﹒  

因此 0p ﹐ q﹐ 0r ﹒  

因為底數 0.7 1 ﹐所以 0.7logy x 的圖形凹口向上﹐可得  

 0.7 0.7 0.7

1
log log log

2 2

a b
a b

 
  

 
﹒  

因此 p q r  ﹒  
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oookkk111333444eeexxx   

一、基礎題  

1. 若  ,a b 是對數函數 logy x 圖形上一點﹐則下列哪些選項中的點  

也在該對數函數的圖形上﹖  

(1)  1,0 ，(2)  10 , 1a b ，(3)  2 ,2a b ，(4) 
1

,1 b
a
 

 
 

，(5)  2,2a b ﹒【98 指乙】 

Ans：(1)(2)(5) 

【詳解】  

(a，b)是對數函數 y＝ log x 圖形上一點，故 loga＝b。  

(1) y＝ log x 必通過(1，0)。  

(2) y＝ log(10a)＝log10＋ loga＝1＋b。  

(3) y＝ log2a＝log2＋loga＝log2＋b≠2b。  

(4) y＝ log
1

a
＝loga＝b≠1－b。  

(5) y＝ loga2＝2loga＝2b。  

 

2. 右圖為函數 logay bx 的部分圖形﹐其中 a﹐b均為常數﹐選出

正確的選項﹕  

(1) 1a ﹐ 1b ， 

(2) 0 1a  ﹐ 1b ， 

(3) 1a ﹐ 0 1b  ， 

(4) 0 1a  ﹐ 0 1b  ， 

(5) 1a ﹐ 1b ﹒  

Ans：(1) 

【詳解】  

4

2

-2

-4

-5 5

f x  = 
log bx 

log a 

b = 1.8

a = 2.3

AB

 

 

lt99ok134.gsp
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3. 下列五組數中﹐哪幾組的兩個函數之圖形對稱於直線 y x ﹖  

(1) 2xy 與
1

2

x

y
 

 
 

， 

(2) 2xy 與 2logy x ， 

(3) 2 xy  與 2logy x ， 

(4) 2xy 與 2xy ， 

(5) 
1

3

x

y
 

 
 

與 1

3

logy x ﹒  

Ans：(2)(3)(5) 

【詳解】  

6

4

2

-2

-5 5

r x  = x

q x  = 
1

2

x
h x  = 2x

(1)
4

2

-2

-4

-5 5

h x  = x(2)

g x  = 
log x 

log 2 

f x  = 2x

4

2

-2

-4

-5 5

h x  = x
(3)

g x  = 
-log x 

log 2 

f x  = 2-x
4

2

-2

-4

-5 5

(4)

h x  = -2x

g x  = 2x f x  = x

4

2

-2

-4

-5 5

(5)
h x  = x

g x  = 
log x 

log
1

3 

f x  = 
1

3

x
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4. 解下列方程式﹕  

(1)  5 5log log 4 1x x   ﹒  

(2)    2 2log 3 log 1 1x x    ﹒  

(3)    4 21 log 1 log 9x x    ﹒  

Ans：(1) 5，(2) 5，(3) 17 

【詳解】  

(1)  5 5log log 4 1x x    

 log5x(x－4)＝1 

 x(x－4)＝5 

 x2－4x－5＝0 

 (x－5)(x＋1)＝0 

 x＝5 或 x＝1。  

但 x＞4，x＞0 

故 x＝5。  

(2)    2 2log 3 log 1 1x x     

 log2(
x+3

x 1
)＝1 

 
x+3

x 1
＝2 

 x＋3＝2(x－1) 

 x＝5。  

(3)    4 21 log 1 log 9x x     

 1＋
log(x 1)

2log2


＝

log(x 9)

log2


 

 2log2＋log(x－1)＝2log(x－9) 

 log4＋log(x－1)＝log(x－9)2 

 4(x－1)＝(x－9)2 

 x2－22x＋85＝0 

 (x－5)(x－17)＝0 

 x＝17 或 x＝5(不合)。  
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5. 解下列不等式﹕  

(1)    1 1

3 9

log 1 log 5x x   ﹒  

(2)      3 3 3
log 2 3 log 2 log 4x x x     ﹒  

Ans：(1) 1 4x  ，(2) 2 11x   

【詳解】  

(1)    1 1

3 9

log 1 log 5x x    

 
log(x 1)

1
log

3


＞

log(x+5)
1

log
9

 

 
log(x 1)

log3




＞

log(x+5)

2log3
 

 2log(x－1)＜log(x＋5) 

 (x－1)2＜x＋5 

 x2－3x－4＜0 

 (x－4)(x＋1)＜0 

 1＜x＜4，但 x＞1，  

 1＜x＜4。  

(2)      3 3 3
log 2 3 log 2 log 4x x x      

 
log(2x+3) log(x 2) log(x+4)

+
1log3 log3 log3
2


 

 log(2x＋3)＋log(x－2)＜2log(x＋4) 

 (2x＋3)(x－2)＜(x＋4)2 

 x2－9x－22＜0 

(x－11)(x＋2)＜0 

 2＜x＜11，但 x＞2 

 2＜x＜11。  

 

6. 將 2logy x 的圖形沿 x軸向右平移 2 個單位﹐再沿 y軸向下平移  

4 個單位得圖形 G﹐若G為函數  y g x ﹐則  10g 的值為何﹖  

Ans：1 

【詳解】  
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y＝g(x)＝log2(x－2)－4，  

g(10)＝log2(10－2)－4＝log28－4＝2－4＝1。  

 

7. 選出正確的選項﹕  

(1) 若 1a b  ﹐則 log 1a b ﹒  

(2) 若 1a b  ﹐則 log 1b a ﹒  

(3) 若 1 0a b   ﹐則 log 0b a ﹒  

(4) 若1 0a b   ﹐則 log 1a b ﹒  

(5) 若1 0b a   ﹐則 0 log 1a b  ﹒  

Ans：(4)(5) 

【詳解】  

(1) 若 1a b  ﹐則 loga b＜logaa＝1﹒  

(2) 若 1a b  ﹐則 logb a＞logbb＝1﹒  

(3) 若 1 0a b   ﹐則 logb a＜0﹒  

(4) 若1 0a b   ﹐則 log 1a b ﹒  

(5) 若1 0b a   ﹐則 0 log 1a b  ﹒  

4

2

-2

5

(1)

g x  = 
log x 

log a 
b = 2.0

a = 3.0

Hide loga

Show logb

AB

  

4

2

-2

5

(2)

h x  = 
log x 

log b 

b = 2.0

a = 3.0

Show loga

Hide logb

AB

 

4

2

-2

5

(3)

h x  = 
log x 

log b 

b = 0.6

a = 3.0

Show loga

Hide logb

AB

  

4

2

-2

5

(4)

g x  = 
log x 

log a 

b = 0.3

a = 0.6

Hide loga

Show logb

AB

 

4

2

-2

5

(5)

g x  = 
log x 

log a 

b = 0.7

a = 0.4

Hide loga

Show logb

A B

 

lt99ok134.gsp
lt99ok134.gsp
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二、進階題   

8. 已知函數  log 1ay x  的圖形通過  ,0b ﹐  3, 1 ﹐  9,c 三點﹐

如右圖所示﹐求 a b c  的值﹒  

Ans：
1

2
  

【詳解】  

y＝f(x)＝loga(x－1)，  

(b，0)代入   loga(b－1)＝0  b－1＝a0＝1  b＝2。  

(3，1)代入   loga(3－1)＝1  a1＝2  a＝
1

2
。  

(9，c)代入   loga(9－1)＝c  ac＝8  (
1

2
)c＝8  c＝3。  

故 a＋b＋c＝
1

2
＋2－3＝

1

2
 。  

 

9. 已知 21 a b a   ﹐試比較 loga b﹐ logb a﹐ loga

a

b
﹐ logb

b

a
四數的大小關係﹒  

Ans： log log log loga b b a

b a
b a

a b
    

【詳解】  

21 a b a     0＝log1＜loga＜logb＜2loga。  

logab－logba＝
2 2logb loga (logb) (loga)

=
loga logb loga logb





＞0，  

故 logab＞logba。  

logba－logb
b

a
＝

loga logb loga 2loga logb
=

logb logb logb

 
 ＞0，  

故 logba＞logb
b

a
。  

logb
b

a
－loga

a

b
＝1－logba－(1－logab)＝logab－ logba＞0， 

故 logb
b

a
＞loga

a

b
。 

由上討論得 log log log loga b b a

b a
b a

a b
   。  
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10. 若  2 1 4

3

log log log x
 
 
 

恆有意義﹐則 x的範圍為何﹖  

Ans：1 4x   

【詳解】  

 2 1 4

3

log log log x
 
 
 

恆有意義  

 0＜ 1 4

3

log (log x))  

 0＜log4x＜1 

 1＜x＜4。  

 

9. 已知 1a b  ﹐求 log loga b

a b

b a
   

   
   

的最大值﹒  

Ans：0 

【詳解】  

log loga b

a b

b a
   

   
   

 

＝
loga logb logb loga

+
loga logb

 
 

＝
2 2(loga)(logb) (logb) +(loga)(logb) (loga)

(loga)(logb)

 
 

＝2－
2 2(loga) +(logb)

(loga)(logb)
， 

又(loga)2＋(logb)2≧2
2 2(loga) (logb) =2(loga)(logb)，  

故 log loga b

a b

b a
   

   
   

≦2－2＝0。  

 

10. 設 2 和
1

8
是方程式 2log log 8 0xx a b   的兩個根﹐求實數 a﹐ b的值﹒  

Ans： 1a ﹐ 2b  

【詳解】  
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2log log 8 0xx a b   ，  

2 代入 log22＋a．log28＋b＝0  1＋3a＋b＝0，  

1

8
代入   log2

1

8
＋a 1

8

log 8＋b＝0  3－a＋b＝0，  

解得 a＝1，b＝2。  

 

11. 試問﹕方程式 2

1
log

3
x x 有幾個實根﹒  

Ans：3 

【詳解】  

4

2

-2

-5 5 10

g x  = 
1

3 x

f x  = 
log x 

log 2 

 

由上圖得兩圖形有三個交點，故方程式 2

1
log

3
x x 有 3 個實根。  

 

 


