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oookkk111222444    多多多項項項式式式函函函數數數的的的圖圖圖形形形與與與多多多項項項式式式不不不等等等式式式    

一、多項式函數及其圖形  

1. 由多項式所形成的函數﹐稱為多項式函數﹒  

2. 當多項式  f x 的次數為 n時﹐  f x 稱為 n次多項式函數﹐  

簡稱 n 次函數﹔而常數多項式   0f x a 所決定的函數﹐  

稱為常數函數﹒例如﹕   3 22 5 8 7f x x x x    是三次函數﹔  

  4f x  是常數函數﹒  

3. 多項式函數的圖形﹕  

(1) 常數函數及一次函數的圖形都是直線﹒  

(2) 二次函數的圖形都是拋物線﹒  

(3) 高次（三次或三次以上）函數的圖形都是連續不斷的曲線﹒  

（目前我們只能透過描點的方法﹐描出約略的圖形）  

4. 多項式函數圖形的性質﹕  

(1) 多項式函數的圖形都是連續不斷的﹒  

(2) 對於次數不低於 1 次的多項式函數﹐當首項係數為正數時﹐  

函數圖形的最右方是上升的﹔當首項係數為負數時﹐函數圖形  

的最右方是下降的﹒  
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【範例 1】  

描繪三次函數   3 2f x x x  的圖形﹒  

【詳解】  

首先列出一些滿足 3 2y x x  的點  ,x y 如下﹕  

x -3.0 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

y -21.0 -4.0 -0.4 1.0 0.9 0.0 -0.9 -1.0 0.4 4.0 ### 21.0 ###  

接著在坐標平面上﹐分別將上列各數對描點﹐  

再利用平滑曲線把這些點連接起來而得出下圖﹐  

即為 3 2y x x  的圖形﹐其中圖形與 x軸有三個交點﹐  

這三點的 x坐標分別為   2，0， 2﹒  

4

2

-2

-4

-5 5

f x  = x3-2x

 

 

【演練 1】  

描繪四次函數   4 2f x x x  的圖形﹒  

【詳解】  

利用描點法﹐可得 4 2y x x  的圖形﹐如下圖所示﹒  

其中圖形與 x 軸有三個交點﹐這三點的 x 坐標分別為 1, 0, 1 ﹒  
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二、多項式函數的圖形與方程式的根  

1. 多項式函數  f x 之圖形與 x軸交點的 x坐標﹐就是多項式  

方程式   0f x  的實根﹒  

2. 多項式方程式的實根會呈現在函數的圖形上﹐  

而虛根是不會在圖形上出現的﹒  

 

【範例 2】  

(1) 描繪四次函數 y＝(x＋1)2(x－1)(x－2)的圖形﹐  

並指出圖形與 x 軸交點的 x 坐標﹒  

(2) 解四次方程式(x＋1)2(x－1)(x－2)＝0﹒  

【詳解】  

(1) 利用描點的方法﹐可得函數  

    2
1 1 2y x x x    的圖形如下﹐其中圖形與 x 軸有  

三個交點﹐這三點的 x 坐標分別為 1, 1, 2 ﹒  

 

(2) 方程式     2
1 1 2 0x x x    的四個根為 1, 1, 1, 2  ﹐  

其中1 為二重根﹒  
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【演練 2】  

試問用下列哪一個函數的部分圖形來描述右圖較恰當﹖  

(1)      1 1 2f x x x x    ﹒  

(2)      1 1 2f x x x x    ﹒  

(3)      1 1 2f x x x x    ﹒  

(4)       2
1 1 2f x x x x    ﹒  

Ans：(2) 

【詳解】  

因為圖形與 x 軸交於      1,0 , 1,0  , 2,0 三點﹐所以選項(1)不符合﹒  

因為圖形的右邊是向上攀升的﹐所以選項(3)不符合﹒  

因為在 1x 左右附近的函數值異號﹐所以選項(4)不符合﹒  

故選(2)﹒  

 

【範例 3】  

已知三次函數  y f x 的部分圖形如下﹐求  3f 的值﹒  

 

Ans：8 

【詳解】  

因為圖形與 x 軸交於    1,0 , 1,0 二點﹐  

且  f x 是三次函數﹐所以可設      1 1f x x x ax b    ﹒  

又由圖形通過    0,4 , 2, 6 ﹐可列得  
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   
   
0 1 1 4

2 3 1 2 6

f b

f a b

    


    
  

4

2 2

b

a b




 
﹒  

解得 1, 4a b  ﹐即      1 1 4f x x x x    ﹒  

故      3 3 1 3 1 3 4 8f      ﹒  

 

【演練 3】  

已知三次函數  y f x 的部分圖形如下﹐求 (4)f 的值﹒  

 
Ans：30 

【詳解】  

因為圖形與 x 軸交於      1,0 , 1,0 , 3,0 三點﹐  

且  f x 是三次函數﹐所以可設      1 1 3f x a x x x    ﹒  

又由圖形通過  0,6 ﹐得  

     0 1 1 3 6f a        2a ﹐  

即      2 1 1 3f x x x x    ﹒  

故      4 2 4 1 4 1 4 3 30f      ﹒  
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三、一次不等式 

1. 設  f x 是實係數 n次多項式﹐不等式﹕  

     0, 0, 0f x f x f x   和   0f x  都稱為 n次多項式不等式﹐  

簡稱 n 次不等式﹒  

2. 當實數使得不等式   0f   成立時﹐實數稱為不等式  

  0f x  的解﹒而「解不等式」就是要找出滿足該不等式  

的所有實數解﹒  

3. 一次不等式 0ax b  的解﹕  

(1)當 0a 時﹐解為
b

x
a

 ﹒  

(2)當 0a 時﹐解為
b

x
a

 ﹒  
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【範例 4】  

解不等式
 
2 1 2

3 1 2 2 1

x x

x x

   


   
﹒  

Ans：1≦x＜2 

【詳解】  

由 2 1 2x x    移項得 2 2 1x x    ﹐  

所以 3 3x  ﹐解得 1x ﹒  

再由  3 1 2 2 1x x    展開得 3 3 2 2 1x x     

3 1 2 1x x   ﹐  

移項得 3 2 1 1x x   ﹐所以 2x ﹒  

因為 x 需同時滿足兩不等式﹐所以兩範圍取共同的部分﹐  

即1 2x  ﹒  

 

【演練 4】  

解不等式
2

2 5
3 2

x x
   ﹒  

Ans：x＞24 

【詳解】  

兩邊同乘 6﹐得  

 12 2 30 3 2x x    ﹐  

解得 24x ﹒  
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四、二次不等式 

1. 設 , 為實數﹐且  ﹒  

(1) 二次不等式    0x x    的解為  

x   （兩數之間）﹒  

(2) 二次不等式    0x x    的解為  

x  或 x  （兩數的兩邊）﹒  

2. 藉由二次方程式 2 0ax bx c   之判別式 2 4D b ac  的  

正﹑負或零﹐可以幫助我們找出二次不等式的解﹕  

(1) 例 5 為判別式 0D 的情形﹒  

(2) 例 6 為判別式 0D 的情形﹒  

(3) 例 7 為判別式 0D 的情形﹒  
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【範例 5】  

解下列二次不等式﹕（判別式 0D 的情形）  

(1) 2 6 0x x   ﹒  (2) 235 2 0x x   ﹒  (3) 2 5 0x x   ﹒  

Ans：(1) 2≦x≦3，(2) x＜7 或 x＞5，(3) 
1 21 1 21

2 2
x

   
   

【詳解】  

(1) 2 6 0x x      3 2 0x x     2 3x   ﹒  

(2) 235 2 0x x    

 2 2 35 0x x     

   7 5 0x x    

 7x 或 5x ﹒  

(3) 令 2 5 0x x   ﹐解得兩根為
1 21

2
x

 
 ﹒因此﹐ 

2 5 0x x    


1 21 1 21

0
2 2

x x
     
      

  
 


1 21 1 21

2 2
x

   
  ﹒  

 

【演練 5】  

解下列二次不等式﹕  

(1) 22 5 2 0x x   ﹒  (2) 24 3 0x x   ﹒  (3) 2 6 2 0x x   ﹒  

Ans：(1) 
1

2
2

x  ，(2) 
4

3
x 或 1x ，(3) 3 7 3 7x     

【詳解】  

(1) 22 5 2 0x x    

   2 1 2 0x x    


1

2
2

x  ﹒  

(2) 24 3 0x x    

 23 4 0x x    
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   3 4 1 0x x    


4

3
x 或 1x ﹒  

(3) 2 6 2 0x x    

      3 7 3 7 0x x      

3 7 3 7x    ﹒  

 

【範例 6】  

解二次不等式 2 6 9 0x x   ﹒（判別式 0D 的情形）  

Ans：x≠3 

【詳解】  

因為  22 6 9 3x x x    ﹐  

所以原不等式可改寫成  23 0x  ﹒  

又因為對任一實數 x﹐  

當 3x 時﹐  23 0x  恆成立﹒  

故原不等式的解為除 3 外的一切實數﹒  

 

【演練 6】  

解二次不等式 24 12 9 0x x   ﹒  

Ans：x＝
3

2
 

【詳解】  

24 12 9 0x x     22 3 0x  
3

2
x ﹒  

 

【範例 7】  

解下列二次不等式﹕（判別式 0D 的情形）  

(1) 
2 2 4 0x x   ﹒  (2) 

2 2 4 0x x   ﹒  

Ans：(1) 全體實數，(2) 無實數解  
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【詳解】  

(1) 由配方法得  22 2 4 1 3 3x x x      ﹒  

 這不等式告訴我們﹕無論 x 為任何實數﹐  

 2 2 4x x  都不小於 3（當然大於 0）﹒  

 故 2 2 4 0x x   的解為全體實數﹒  

(2) 由(1)的討論知 2 2 4 0x x   無實數解﹒  

 

 

【演練 7】  

解下列二次不等式﹕  

(1) 2 2 3 0x x   ﹒  (2) 22 3 8 0x x    ﹒  

Ans：(1) 無實數解，(2) 全體實數  

【詳解】  

(1) 因為  22 2 3 1 2 2x x x      ﹐  

所以不等式 2 2 3 0x x   無實數解﹒  

(2) 先將原式改寫為 22 3 8 0x x   ﹒又  
2

2 3 55 55
2 3 8 2

4 8 8
x x x

 
      

 
﹐  

所以不等式 22 3 8 0x x    的解為全體實數﹒  

 

【範例 8】  

設二次不等式 2 5 0ax x b   的解為
1

3
2

x   ﹐  

求不等式 2 1 0bx ax   的解﹒  

Ans：無實數解  

【詳解】  

因為  

1
3

2
x    


1

( 3) 0
2

x x
 
   

 
 

 2 5 3
0

2 2
x x    
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 22 5 3 0x x    ﹐  

所以不等式 2 5 0ax x b   與 22 5 3 0x x    同義﹐因此  

5

2 5 3

a b
 


﹐解得 2, 3a b  ﹒  

代入不等式 2 1 0bx ax   得 23 2 1 0x x   ﹒ 

由配方法得 
2

2 1 2 2
3 2 1 3

3 3 3
x x x

 
      

 
﹒ 

因此﹐不等式 23 2 1 0x x   無實數解﹐ 

即不等式 2 1 0bx ax   無實數解﹒ 

 

【演練 8】  

設二次不等式 2 0ax bx c   的解為 1x 或 2x ﹐  

求不等式 2 0bx cx a   的解﹒  

Ans：
1

1
3

x    

【詳解】  

因為 

1x 或 2x  

   1 2 0x x    

 2 3 2 0x x    

 2 3 2 0x x    ﹐  

所以不等式 2 0ax bx c   與 2 3 2 0x x    的解相同﹐因此  

1 3 2

a b c
 

 
 

令 , 3 , 2 , 0a k b k c k k    ﹒ 

代入 2 0bx cx a   ﹐得 
23 2 0kx kx k    

 23 2 1 0x x    

   3 1 1 0x x   ﹒  

解得
1

1
3

x   ﹒  
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五、二次函數的恆正與恆負 

1. 二次不等式 2 0ax bx c   恆成立   0a 且 2 4 0b ac  ﹒  

2. 二次不等式 2 0ax bx c   恆成立   0a 且 2 4 0b ac  ﹒  

 

【範例 9】  

設 2( ) 4 4 7f x x ax a   ﹐若對任意實數 x﹐   12f x  恆成立﹐  

求實數 a的範圍﹒  

Ans： 3 4a   

【詳解】  

因為   12f x  恆成立﹐所以對任意實數 x﹐下列恆成立  

  24 4 7 12f x x ax a      24 4 7 12 0x ax a    ﹐  

又二次項係數 4＞0﹐所以只要判別式 0D 即可﹐即  

   2
4 4 4 7 12 0D a a      ﹐  

解得 216 16 7 16 12 0a a      

 2 7 12 0a a    

   3 4 0a a    

3 4a  ﹒  

 

【演練 9】  

已知二次不等式 2 2 0x x k    無實數解﹐求實數 k 的範圍﹒  

Ans： 1k  

【詳解】  

因為不等式
2 2 0x x k    無實數解﹐所以對任意實數 x﹐  

2 2 0x x k    恆成立﹒又二次項係數1＜0﹐  

所以只要判別式 0D 即可﹐即  

 22 4 1 0D k       
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 4 4 0k  ﹒  

解得 1k ﹒  

 

【範例 10】  

設 , 1, 2x x x  表一個鈍角三角形的三邊長﹐求實數 x的範圍﹒  

Ans：1 3x   

【詳解】  

因為邊長須為正數﹐所以 0x 且 1 0x  且 2 0x  ﹒  

得 0x 且 2x 為最長邊﹒由鈍角三角形的三邊長可列得  

2 2 2

( 1) 2          

( 1) ( 2)   

x x x

x x x

   


   
 

由得﹐ 1x ﹒  

由得﹐ 2 2 3 0x x      3 1 0x x    1 3x   ﹒  

綜合﹐及 0x 得1 3x  ﹒  

 

【演練 10】  

設 2 1, , 2 1x x x  表一個鈍角三角形的三邊長﹐求實數 x的範圍﹒  

Ans： 2 8x   

【詳解】  

因為邊長須為正數﹐所以 2 1 0x  且 0x 且 2 1 0x  ﹒  

得
1

2
x 且 2 1x 為最長邊﹒由鈍角三角形的三邊長可列得  

 

   2 22

2 1 2 1        

2 1 2 1

x x x

x x x

   


   

　
 

由得﹐ 2x ﹒  

由得﹐ 2 8 0x x    8 0x x  0 8x  ﹒  

綜合﹐及
1

2
x 得 2 8x  ﹒  
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六、高次不等式 

高次不等式的解題原則﹕  

(1) 先使多項式的領導係數為正﹒  

(2) 再將多項式分解成實係數一次式或二次式的乘積﹒ 

(3) 將多項式方程式的實根標示在數線上﹐  

再依粗略的函數圖形﹐討論不等式的解﹒ 

(4) 畫函數圖形的原則﹕從右上方畫起﹐  

奇數次方變號（曲線穿過 x軸）﹐  

偶數次方不變號（曲線與 x軸相切）﹒  
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【範例 11】  

解下列不等式﹕  

(1)    1 2 3 0x x x    ﹒  

(2)     2
1 2 3 0x x x    ﹒  

(3)      4 3
1 2 3 0x x x    ﹒  

Ans：(1) 1x 或 2 3x  ，(2) 1x 或 2x 或 3x ，(3) 1x 或 2 3x   

【詳解】  

依「從右上方畫起﹐奇數次方變號﹐偶數次方不變號」的原則﹐  

畫出各函數的粗略圖形﹐討論不等式的解如下﹕  

(1) 

 

由上圖可得原不等式的解為 1x 或 2 3x  ﹒  

(2) 

  

由上圖可得原不等式的解為 1x 或 2x 或 3x ﹒  

(3) 

  
由上圖可得原不等式的解為 1x 或 2 3x  ﹒  
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【演練 11】  

解下列不等式﹕  

(1)    1 2 3 0x x x    ﹒   (2)     2
2 3 5 0x x x    ﹒  

(3)      101 102 103
1 2 5 0x x x    ﹒  (4) 3 25 2 8 0x x x    ﹒  

Ans：(1) 3 2x   或 1x ，(2) 3 2x   或 2 5x  ，  

(3) 1x 或 2x 或 5x ，(4) 1 2x   或 4x  

【詳解】  

依「從右上方畫起﹐奇數次方變號﹐偶數次方不變號」的原則﹐  

畫出各函數的粗略圖形﹐討論不等式的解如下﹕  

(1) 

 

由上圖可得原不等式的解為 3 2x   或 1x ﹒  

(2) 

  

由上圖可得原不等式的解為 3 2x   或 2 5x  ﹒  

(3) 

  

由上圖可得原不等式的解為 1x 或 2x 或 5x ﹒  

(4) 將原式利用牛頓定理改寫為  

3 25 2 8 0x x x         1 2 4 0x x x    ﹒  

由上圖可得原不等式的解為 1 2x   或 4x ﹒  
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【範例 12】  

試問不等式    2 4 2 2 5 2 37 0x x x x     有幾個整數解﹒  

Ans：17 

【詳解】  

將原式改寫為  

       2 2 2 2 2 5 2 37 0x x x x       ﹒  

設函數          2 2 2 2 2 5 2 37f x x x x x       ﹒  

函數  f x 的略圖如右﹕  

故原不等式的解為  

5
2 2

2
x   或

37
2 2

2
x   ﹒  

因此 x 的整數解為1, 2, 4, 5, , 17, 18,L 共 17 個﹒  

 

【演練 12】  

解下列不等式﹕  

(1)   2 24 2 3 0x x x    ﹒  

(2)   2 31 1 0x x   ﹒  

Ans：(1) 2 1x   或 2 3x  ，(2) 1 1x   或 1x  

【詳解】  

(1) 將原式改寫為  

  2 24 2 3 0x x x     

     2 2 3 1 0x x x x     ﹒  

由右圖可得原不等式的解為 2 1x   或 2 3x  ﹒  
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(2) 將原式改寫為  

    21 1 1 1 0x x x x x       

     2 21 1 1 0x x x x     ﹒  

因為 2 1x x  恆為正數﹐  

所以原式與不等式    2
1 1 0x x   同解﹒  

由右圖可得原不等式的解為 1 1x   或 1x ﹒  

 

【範例 13】  

設實係數函數   4 3 23 10f x x x ax bx     ﹐且  1 2 0f i  ﹒  

(1) 求 ,a b的值﹒  

(2) 求滿足   0f x  之實數 x的範圍﹒  

Ans：(1) 5, 1a b  ，(2) 1 2x    

【詳解】  

(1) 因為1 2i 為實係數方程式 4 3 23 10 0x x ax bx     的一根﹐  

所以1 2i 也是方程式的一根﹐  

推得  1 2x i  及  1 2x i  都是  f x 的因式﹒  

因此  f x 可被       21 2 1 2 2 5x i x i x x       整除﹒  

利用長除法計算﹕  

1 -1 -2

1 -2 5 1 -3 a b -10

1 -2 5

-1 a-5 b

-1 2 -5

a-7 b+5 -10

-2 4 -10

a-5 b+1 0

 

因為整除﹐所以 7 2a  且 5 4b  ﹐解得 5, 1a b  ﹒  
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(2) 由(1)知﹐  f x 可分解為  

      2 2 22 5 2 2 5 2 1x x x x x x x x         ﹐  

因為二次函數 2 2 5x x  的二次項係數 1 為正數﹐  

且判別式  22 4 1 5 16 0      ﹐所以函數值恆正﹐  

即無論 x 任何實數﹐  

2 2 5x x  都大於 0﹒  

故原不等式的解與不等式   2 1 0x x   的解相同﹐  

即 1 2x   ﹒  

 

【演練 13】  

設實係數函數   4 3 25 3f x x x x ax b     ﹐且方程式  

  0f x  有一根為 2 i ﹒  

(1) 求 ,a b的值﹒  

(2) 求滿足   0f x  之實數 x的範圍﹒  

Ans：(1) 19,  30a b  ，(2) 2 3x    

(1) 因為 2 i 為實係數方程式 4 3 25 3 0x x x ax b     的一根﹐  

所以 2 i 也是方程式的一根﹐  

推得  2x i  及  2x i  都是  f x 的因式﹒  

因此  f x 可被       22 2 4 5x i x i x x       整除﹒  

利用長除法計算﹕  

1 -1 -6

1 -4 5 1 -5 3 a b

1 -4 5

-1 -2 a

-1 4 -5

-6 a+5 b

-6 24 -30

0  
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因為整除﹐所以 5 24a  且 30b ﹐  

解得 19,  30a b  ﹒  

(2) 由(1)知﹐  f x 可分解為  

      2 2 24 5 6 4 5 3 2x x x x x x x x         ﹐  

因為二次函數 2 4 5x x  的二次項係數 1 為正數﹐且判別式  

 24 4 1 5 4 0      ﹐  

所以函數值恆正﹐即無論 x 為任何實數﹐  

2 4 5x x  都大於 0﹒故原不等式的解與  

不等式   3 2 0x x   的解相同﹐  

即 2 3x   ﹒  
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七、分式不等式 

設  f x 與  g x 為實係數多項式﹒  

(1) 不等式
 
 

0
f x

g x
 與「     0f x g x 」有相同的解﹒  

(2) 不等式
 
 

0
f x

g x
 與「     0f x g x 或  0f x 」有相同的解﹒  

(3) 解不等式
 
 

1
f x

g x
 時﹐若分母  g x 不是恆正或恆負﹐  

則先將不等式作移項再通分﹐如下﹕  

  
 
 

1
f x

g x
   

 
 

1 0
f x

g x
    

   
 

0
f x g x

g x


 ﹒  

 再由(1)知﹐原不等式與「         0f x g x g x 」有相同的解﹒  

 

移項  通分  
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【範例 14】  

解下列不等式﹕  

(1) 
  

 

2

3

1 2
0

3

x x

x

 



﹒  (2) 

6

4

x
x

x





﹒  (3) 

2

2

2 2
1

1

x x

x x

 


 
﹒  

Ans：(1) 1x 或 2x 或 3x ，(2) 1 4x   或 6x ，(3) 3 1x    

【詳解】  

(1) 原式的解與     2 3
1 2 3 0x x x    或   21 2 0x x   的解相同﹒  

設       2 3
1 2 3f x x x x    ﹒函數  f x 的略圖如下﹕  

    

所以     2 3
1 2 3 0x x x    的解為 1x 或 3x ﹒  

又   21 2 0x x   的解為 1 或 2﹒  

故原不等式的解為 1x 或 2x 或 3x ﹒  

(2) 先將不等式
6

4

x
x

x





移項﹐整理得  

6
0

4

x
x

x


 



   6 4

0
4

x x x

x

  





2 5 6
0

4

x x

x

  



﹒  

因此所求的解與   2 5 6 4 0x x x     的解相同﹒  

先將不等式   2 5 6 4 0x x x     兩邊同乘以  1 ﹐  

使得最高次項係數為正﹐得   2 5 6 4 0x x x    ﹒  

再改寫為    6 1 4 0x x x    ﹒  

令      6 1 4f x x x x    ﹒函數  f x 的略圖如下﹕  
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故原不等式的解為 1 4x   或 6x ﹒  

(3) 二次函數 2 1x x  的二次項係數1 0 ﹐  

且判別式  21 4 1 1 3 0D       ﹐  

所以函數值恆正﹐即無論 x 為任何實數﹐  

2 1x x  都大於 0﹒  

因此將不等式
2

2

2 2
1

1

x x

x x

 


 
兩邊同乘以  

2 1x x  得 2 22 2 1x x x x     ﹐  

移項得 2 2 3 0x x   ﹐  

再將不等式分解得到   3 1 0x x   ﹐  

解得 3 1x   ﹒  

 

【演練 14】  

解下列不等式﹕  

(1) 
   2

1 3
0

2

x x

x

 



﹒  (2) 

1
x

x
 ﹒   (3) 

2

2

5 6
1

9 20

x x

x x

 


 
﹒  

Ans：(1) 2 3x  或 x＝1，(2) 1 0x   或 1x ，(3) 4 5x   

【詳解】  

(1) 原式的解與  

    2
1 3 2 0x x x    或    2

1 3 0x x   的解相同﹒  

設       2
1 3 2f x x x x    ﹒函數  f x 的略圖如下﹕  

      

所以     2
1 3 2 0x x x    的解為 2 3x  ﹒  
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又    2
1 3 0x x   的解為 1 或 3﹒  

故原不等式的解為 1x 或 2 3x  ﹒  

(2) 先將原式移項﹐整理得  

 
1

0x
x

  
2 1

0
x

x


 ﹒  

因此所求的解與  2 1 0x x      1 1 0x x x   的解相同﹒  

令     1 1f x x x x   ﹒函數 ( )f x 的略圖如下﹕  

      

故原不等式的解為 1 0x   或 1x ﹒  

(3) 先將原式移項﹐整理得  

2

2

5 6
1 0

9 20

x x

x x

 
 

 


2

2

2 14 26
0

9 20

x x

x x

 


 


 
  

22 7 13
0

4 5

x x

x x

 


 
﹒  

因此所求的解與    2 7 13 4 5 0x x x x     的解相同﹒  

因為 2 7 13x x  恆為正數﹐所以解與   4 5 0x x   相同﹐  

即 4 5x  ﹒  

 



ok124 多項式函數的圖形 

高中數學虛擬教室 http://122.116.208.151 

26 

oookkk111222444eeexxx   

 

1. 已知不等式 3 5ax x    的解為 2x ﹐求實數 a的值﹒  

Ans：3 

【詳解】  

ax＋3＞x－5 

 (1＋a)x＜8 

 
1+a

4
＝1 

 a＋1＝4 

 a＝3。  

 

2. 解下列不等式﹕  

(1) 23 6 1 0x x    ﹒(2) 29 1 6x x  ﹒(3) 2 4 5 0x x   ﹒  

Ans：(1) 
3 6 3 6

3 3
x

 
  ，(2) 

1

3
x ，(3) 無實數解  

【詳解】  

(1) 23 6 1 0x x      

 x2－2x＋
1

3
≦0 

 (x－1)2≦
2

3
 

 x－1≦
2 6

=
3 3

 

 1－
6

3
≦x≦1＋

6

3
。  

(2) 29 1 6x x    

 9x2－6x＋1≦0 

 (3x－1)2≦0 

 x＝
1

3
。  
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(3) 2 4 5 0x x    

 (x－2)2＜1 

無實數解。  

2

f x  = -3x2+6x -1

4

2

f x  = 9x2-6x +1

4

2

f x  = x2-4x +5

 

3. 設實係數二次函數   2f x ax bx c   ﹒若  1 2f  ﹐且不等式  

  0f x  的解為
1 17 1 17

4 4
x

 
  ﹐求 , ,a b c的值﹒  

Ans： 4, 2, 4a b c    

【詳解】  

1 17 1 17

4 4
x

 
   

 (x－
1 17

4


)(x－

1 17

4


)＜0 

 x2－
1

2
x－1＜0 

設 f(x)＝a(2x2－x－2)，  

因 f(1)＝a(2－1－2)＝2  a＝2，  

故 f(x)＝2(2x2－x－2)，  

比較係數得 a＝4，b＝2，c＝4。  

 

4. 已知多項式函數  y f x 的函數圖形如右﹐求  

(1) 方程式   0f x  的實根為__________﹒  

(2) 不等式   0f x  的解﹒  

(3) 不等式   0f x  的解﹒  

Ans：(1) 1, 2, 5 ，(2) 5x 或 2 5x  或 1x ，(3) 1 2x   或 5x  
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【詳解】  

f(x)＝k(x＋1)(x－2)(x－5)2，k＞0。  

(1) 由圖可知方程式 f(x)＝0 的實根為 x＝1，2，5(重根)。  

(2) f(x) k(x＋1)(x－2)(x－5)2＞0，k＞0 

 (x＋1)(x－2)(x－5)2＞0 

 (x＋1)(x－2)＞0 

 x＞2 或 x＜1，但 x5。  

(3) f(x)＝k(x＋1)(x－2)(x－5)2≦0 

 (x＋1)(x－2)(x－5)2≦0 

 (x＋1)(x－2)≦0 

 1≦x≦2 或 x＝5。  

 

5. 解下列不等式﹕  

(1)   2 21 4 4 0x x x x     ﹒  

(2)   2 22 1 1 0x x x x     ﹒  

Ans：(1) 2x ，(2) 
1 5

1
2

x


  或
1 5

1
2

x


   

【詳解】  

(1) x2＋x＋1＝(x＋
1

2
)2＋

3

4
≧0，故  

  2 21 4 4 0x x x x      

 x2－4x＋4≦0 

 (x－2)2≦0 

 x＝2。  

(2) x2－2x＋1＝(x－1)2≧0，故  

  2 22 1 1 0x x x x      

 x2－x－1＜0 

 (x－
1

2
)2＜

5

4
 



ok124 多項式函數的圖形 

高中數學虛擬教室 http://122.116.208.151 

29 

 x－
1

2
＜

5

2
 

 
1 5

2


＜x＜

1+ 5

2
，但 x≠1。  

 

6. 解下列不等式﹕  

(1) 
   
  

4 3

2

2 2
0

1 1

x x

x x

 


 
﹒  

(2) 
3

1

x
x

x





﹒  

Ans：(1) 2 1x   或 1 1x   或 2x ，(2) 1 1x   或 3x  

【詳解】  

(1) 
   
  

4 3

2

2 2
0

1 1

x x

x x

 


 
 

 (x－2)4(x＋2)3(x－1)(x＋1)2≦0 

 (x＋2)(x－1)≦0 

 2≦x≦1 或 x＝2，但 x≠1。  

(2) 
3

1

x
x

x





 

 
x+3 x(x 1)

x 1 x 1




 
≦0 

 
2x+3 x +x

x 1




≦0 

 (x2－2x－3)(x－1)≧0 

 (x＋1)(x－3)(x－1)≧0 

 x≧3 或1≦x≦1，但 x≠1 

 1≦x＜1 或 x≧3。  
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7. 下列哪些不等式的解為1 3x  ﹖  

(1)    2
1 3 0x x   ﹒  

(2)   2 1 3 0x x x   ﹒  

(3) 2 4 3 0x x   ﹒  

(4)     2
1 2 3 0x x x    ﹒  

(5) 
3

0
1

x

x





﹒  

Ans：(2)(3)(5) 

【詳解】  

(1)    2
1 3 0x x    

 x－3＜0 

 x＜3。  

(2)   2 1 3 0x x x    

 (x－1)(x－3)＜0 

 1＜x＜3。  

(3) 2 4 3 0x x    

 (x－1)(x－3)＜0 

 1＜x＜3。  

(4)     2
1 2 3 0x x x     

 (x－1)(x－3)＜0 

 1＜x＜3，但 x≠2。  

(5) 
3

0
1

x

x





 

 (x－3)(x－1)＜0 

 1＜x＜3。  

 

 

8. 設 ,a b為正整數﹒若 2 9b a ﹐且 2 280a b  ﹐則  

a的最小可能值為何﹖【97 學測】  

Ans：225 
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【詳解】  

a，b  N，b2＝9a  b＝3 aN  aN。  

a＋2b＞280  

 a＋6 a＞280 

 ( a )2＋6 a＋9＞280＋9＝289 

 ( a＋3)2＞289 

 a＋3＞17 

 a≧15 

 a≧225。  

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

a 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256

b 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48

a+2b 7 16 27 40 55 72 91 112 135 160 187 216 247 280 315 352  

 

9. 已知二次不等式  2 2 2 3 0ax ax a    ﹒  

(1) 若不等式的解為 1 3x   ﹐求 a的值﹒  

(2) 若不等式的解為無實數解﹐求 a的範圍﹒  

Ans：(1) 
3

5
a ，(2) 3a  

【詳解】  

(1) 1＜x＜3 

 (x＋1)(x－3)＜0 

 x2－2x－3＜0 

 
a 2a 2a 3

= =
1 2 3

 

 
 

 3a＝2a－3 

 a＝
3

5
。  

(2) 不等式的解為無實數解，則  

(a) a＞0，  

(b) 判別式(2a)2－4a(2a－3)≦0 

   a－(2a－3)≦0 

   a≧3。  

由(a)(b)得 a≧3。  
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10. 已知三次不等式 3 2 8 0ax bx cx    的解為 4x 或 2 1x   ﹐  

求 ,a b與 c的值﹒  

Ans： 1, 3, 6a b c    

【詳解】  

4x 或 2 1x    

 (x－4)(x＋2)(x－1)≧0 

 (x2－2x－8)(x－1)≧0 

 x3－3x2－6x＋8≧0 

 x3＋3x2＋6x－8≦0 

比較係數得 a＝1，b＝3，c＝6。  

 

11. 解不等式
2

2

7 12
1

3 2

x x

x x

 


 
﹒  

Ans：1 2x   

【詳解】  

2

2

7 12
1

3 2

x x

x x

 


 
 

 
2 2

2

(x 7x+12)+(x 3x+2)

x 3x+2

 


＜0 

 (x2－5x＋7)(x2－3x＋2)＜0 

因 x2－5x＋7＝(x－
5

2
)2＋

3

4
＞0 恆成立，故  

x2－3x＋2＜0 

 (x－1)(x－2)＜0 

 1＜x＜2。  

 

12. 已知對任意實數 x﹐
2

2

2 2
1

4 6 3

x kx k

x x

 


 
恆成立﹐求實數 k的範圍﹒  

Ans：1 3k   

【詳解】  

4x2＋6x＋3＝4(x＋
3

4
)2＋

3

4
＞0 恆成立，  

2

2

2 2
1

4 6 3

x kx k

x x

 


 
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 2x2＋2kx＋k≦4x2＋6x＋3，移項  

 2x2＋(6－2k)x＋(3－k)≧0 

 判別式(6－2k)2－42(3－k)≦0 

 (3－k)2－2(3－k)≦0 

 (3－k)(3－k－2)≦0 

 (k－3)(k－1)≦0 

 1≦k≦3。  

 

13. 已知  f x 為一個實係數三次多項式﹐其三次項係數為 1﹒  

若不等式   2f x  的解為 0 1x  或 1x ﹐  

則下列哪些 x的值滿足不等式 ( ) 0f x  ﹖  

(1) 
3

2
 ，(2) 

1

2
 ，(3) 1，(4) 

5

2
，(5) 3﹒  

Ans：(4)(5) 

【詳解】  

y＝f(x)通過(0，2)，(1，2)切點，  

設 f(x)＝(x－1)2(x－k)－2，  

(0，2)代入   f(0)＝(0－1)2(0－k)－2＝2  k＝0，  

故 f(x)＝x(x－1)2－2，  

(1) f(
3

2
)＜0，(2) f(

1

2
 )＜0，(3) f(1)＜0， 

(4) f(
5

2
)＞0，(5) f( 3)＝1＞0， 

x (1.50) (0.50) 1.00 2.50 3.00

f(x) (11.38) (3.13) (2.00) 3.63 10.00  

【另解】  

0 1x  或 1x  

 g(x)＝x(x－1)2＞0 

 g(x)＝x3－2x2＋x＝f(x)＋2 

 f(x)＝x3－2x2＋x－2＞0 

 x2(x－2)＋(x－2)＞0 

 (x－2)(x2＋1)＞0 

 x＞2，  

-1

-2

-3

2 4

B: (0.0, -2.0)

A: (1.0, -2.0)

f x  = x-2  x2+1 

B A
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故選(4)(5)。  

 

14. 下圖為三次函數 f(x)＝ax3＋bx2＋cx＋d 的圖形﹐  

選出正確的選項﹕  

(1) 方程式 f(x)＝0 有三個相異實根﹒  

(2) 方程式 f(x)－1＝0 有三個相異實根﹒  

(3) 方程式 f(x)－3＝0 有三個相異實根﹒  

(4) 多項式(x－4)．f(x)除以 x－3 的餘式為 1﹒  

(5) 多項式 x．f(x)可被(x－1)(x＋4)整除﹒  

Ans：(1)(2)(5) 

【詳解】  

(1) y＝f(x)與 x 軸有三個交點(4，0)，(4，0)，(1，0)，  

故方程式 f(x)＝0 有三個相異實根 4，4，1。  

(2) y＝f(x)與 y＝1 有三個交點，  

故方程式 f(x)－1＝0 有三個相異實根。  

(3) y＝f(x)與 y＝3 有一個交點，  

故方程式 f(x)－3＝0 有一個實根。  

(4) y＝f(x)通過(3，2)，故 f(3)＝2。  

設 g(x)＝(x－4)．f(x)，則以 x－3 除 g(x)得餘式為  

g(3)＝(3－1)．f(3)＝22＝4。  

(5) f(x)＝a(x＋4)(x－1)(x－4) 

設 h(x)＝x．f(x)＝ax(x＋4)(x－1)(x－4)  

可被(x－1)(x＋4)整除。  

 

15. 設 ,a b為實數﹒已知坐標平面上拋物線 2y x ax b   與 x軸  

交於 ,P Q兩點﹐且 7PQ ﹒若拋物線  2 2y x ax b     

與 x軸的兩交點為 ,R S﹐則 RS之值為何？   【99 學測】  

Ans： 41 

【詳解】  

設 x1，x2 為 x2＋ax＋b＝0 之二根，則  

x1＋x2＝a，x1x2＝b，  

 PQ2＝|x1－x2|2＝(x1＋x2)2－4x1x2＝a2－4b＝49。  
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設 x3，x4 為 x2＋ax＋b＋2＝0 之二根，則  

x3＋x4＝a，x3x4＝b＋2，  

 RS2＝|x3－x4|2＝(x3＋x4)2－4x3x4＝a2－4(b＋2)＝49－8。  

 RS＝ 41。  

【另解】特殊化  

f(x)＝x(x－7)＝x2－7x，即 a＝7，b＝0。  

g(x)＝x2－7x＋2＝0  x＝
7 41

2


  

 RS＝
7 41

2


－(

7 41

2


)＝ 41。  

 

 


