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2-3-3  根與係數的關係 

 

定理敘述 

1. 若α 、 β 為實係數一元二次方程式 2 0ax bx c+ + = 的兩根，則 

 (1) 兩根之和﹕
b

a
α β+ = −  

 (2)兩根之積﹕
c

a
αβ =  

 (3) 以α 、 β 為兩根的一元二次方程式為 ( )2 0x xα β αβ− + + = 。 

2. 若α 、 β 、γ 為實係數一元三次方程式 3 2 0ax bx cx d+ + + = 的三根，則 

 (1) 
b

a
α β γ+ + = −  

 (2) 
c

a
αβ βγ γα+ + =  

 (3) 
d

a
αβγ = − 。 

 (4) 以α 、 β 、γ 為三根的一元三次方程式為 ( ) ( )3 2 0x x xα β γ αβ βγ γα αβγ− + + + + + − = 。 

 

 

關鍵字 

實係數方程式 

例題例題例題例題 1 

已知α 、 β 為方程式 22 8 1 0x x+ + = 的兩根，試求下列各式的值： 

(1) 2 2α β+  (2) 
1 1

α β
+  (3) 3 3α β+  

Ans： 

由根與係數關係可知
8

4
2

α β+ = − = − ，
1 1

2 2
αβ = = 。 

(1) ( )22 2 1
2 16 2 15

2
α β α β αβ  + = + − = − = 

 
。 

(2) 
1 1 4

8
1
2

β α
α β αβ

+ −+ = = = − 。 
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(3) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 1
4 15 58

2
α β α β α αβ β  + = + − + = − − = − 

 
。 

例題例題例題例題 2 

阿景、小美二人同時解一個一元二次方程式 2 0ax bx c+ + = ，阿景看錯一次項   係數，解得

兩根為 3− 、 16− ，小美看錯常數項，解得兩根為 4 、10，請幫助阿景、小美二人，試求此

方程式正確的兩根。 

Ans： 

因為阿景看錯b ，並沒有看錯 a 、 c ，所以 ( 3) ( 16)
c

a
− × − = ⇒ 48c a= ， 

小美乙看錯 c ﹐並沒有看錯 a 、b ，所以 4 10
b

a
+ = − ⇒ 14b a= − ， 

即方程式為 2 14 48 0ax ax a− + = ⇒ 2 14 48 0x x− + =  

⇒ ( )( )6 8 0x x− − = ⇒ 6x = 或 8x = 。 

 

例題例題例題例題 3 

已知α 、 β 為方程式 2 7 4 0x x+ + = 的兩根，試求 

(1) ( )2

α β+ 的值。 

(2)以 ( )1α β + ， ( )1β α + 為兩根的一元二次方程式。 

Ans： 

(1) 由根與係數的關係得知
7

4

α β
αβ

+ = −
 =

。 

因為判別式 2( 7) 4 1 4 33 0D = − − ⋅ ⋅ = > ， 4 0αβ = > ，且 6α β+ = − ， 

所以 0α < 且 0β < 。 

⇒ ( )2 2 2
2 2 7 2 4 11α β α α β β α αβ β+ = + + = − + = − − = − 。 

(2) 
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 1

1 1 1 8

α β β α αβ α β

α β β α αβ αβ α β

+ + + = + + =


+ ⋅ + = + + + = −      

。 

以 ( )1α β + 、 ( )1β α + 為兩根的一元二次方程式為 2 8 0x x− − = 。 

 

 

 

 

 

 



 

 

3 

例題例題例題例題 4 

設α 、 β 、γ 為三次方程式 3 27 6 1 0x x x+ − − = 的三個根，試求下列各值： 

(1) 
1 1 1

α β γ
+ +  (2) 2 2 2α β γ+ +     (3) ( ) ( )( )2 2 2α β γ− − −  

(4) ( ) ( )( )α β β γ γ α+ + +     

Ans： 

由根與係數關係可知 

7α β γ+ + = − ， 6αβ βγ γα+ + = − ， 1αβγ = 。 

(1) 
1 1 1 6

6
1

βγ αγ αβ
α β γ αβγ

+ + −+ + = = = − 。 

(2) ( ) ( )22 2 2 2 49 12 51α β γ α β γ αβ βγ γα+ + = + + − + + = + = 。 

(3) ( )( ) ( )3 22 3 1x x x x x xα β γ+ − − = − − −  

令 2x = 代入得 ( ) ( ) ( )2 2 2 8 28 12 1 23α β γ− − − = + − − = 。 

(4) 因為 7α β γ+ + = − 所以 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )7 7 7α β β γ γ α γ α β+ + + = − − −  

令 7x = 代入得 ( ) ( )( ) 3 27 7 7 7 2 7 3 7 1 419γ α β− − − = + ⋅ − ⋅ − =  

 

例題例題例題例題 5 

設 k 為實數，且方程式 3 23 13 0x x x k− − + = 的三根成等差數列， 

試求 k 之值且此方程式之三根。 

Ans： 

設三根為 a d− 、 a 、 a d+  

則 3a d a a d− + + + = ，得 1a = 。 

又 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 13d d d d− × + + × + − + = −  

⇒ 2 16d = ⇒ 4d = ± ，所以三根為－3，1，5。 

又三根 ( )3 1 5 15k = − × × = − 。 
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例題例題例題例題 6 

已知α 、 β 為方程式 2 4 5 0x x− + = 的兩根，試求 ( )( )3 2 3 24 6 2 4 6 2α α α β β β− + + − + +  

Ans： 

已知 2 4 5 0α α− + = ⇒ 3 24 5 0α α α− + = ⇒ 3 24 5α α α− = −  

⇒ ( ) ( )3 24 6 2 5 6 2 2α α α α α α− + + = − + + = +  

同理 3 24 6 2 2β β β β− + + = +  

( )( ) ( ) ( )3 2 3 24 6 2 4 6 2 2 2α α α β β β α β− + + − + + = + +  

( )2 4 2 5 14αβ α β= + + = + × =  
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溫故知新 

習習習習題題題題 1 

已知α 、 β 為方程式 2 7 4 0x x+ + = 的兩根，試求﹕ 

(1) 2 2α β+  (2) 
β α
α β

+  (3) ( )2

α β−  (4) 
2 2

1 1

4 4α β
+

+ +
 

 

習習習習題題題題 2 

若α 、 β 為 2 3 4 0x x− + = 的兩根，以
3

1

+
−

α
β

、
3

1

+
−

β
α

為兩根的方程式 

222 0x ax b+ + = ，試求 ( , )a b 的值。 

 

習習習習題題題題 3 

設α 、 β 、γ 為三次方程式 3 22 6 2 0x x x− + + = 的三個根，試求﹕ 

(1) 2 2 2α β γ+ +  

(2) ( )( ) ( )1 1 1α β γ− − −  

(3) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 3 22 6 2 3 2 6 2 3 2 6 2 3α α α β β β γ γ γ− + + − + + − + +  

 

習習習習題題題題 4 

設 a 、b 為整數，若方程式 3 2 11 0x ax bx+ + + = 有三個相異的有理根， 

試求 a 、b 之值。 

 

習習習習題題題題 5 

已知實係數方程式 ( )3 215 39 5 0x x x c− + + − = 的三個根成等差數列，求 c 值及此方程式的三

個根。 

 

習習習習題題題題 6 

設 a 為實數，令α 、β 為二次方程式 2 ( 2) 0x ax a+ + − = 的兩個根。試問當 a 為何值時， α β−
有最小值？ 【指考乙 93】 
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習習習習題題題題 7 

已知實係數多項式方程式 3 2 8 0x ax bx+ + + = 的三根相同，請問b 的值等於下列哪一個選項？ 

(A) 6 (B) 8 (C) 10 (D) 12 (E) 14。 【指考乙 101】 

 

 

解答與解析 

習題 1：(1) 41 (2) 
41

4
 (3) 3−  (4) 

1

4
 

習題 2： ( , ) ( 1,2)a b = −  

習題 3：(1) 8 (2) 
1

2
−  (3) 

7

2
 

習題 4： 11a = − 、 1b = −   

習題 5： 60c = ，三根 1− 、5、11 

習題 6：2 

可由根與係數關係知 aα β+ = − ， 2aαβ = − ， 

而
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 4 ( ) 4( 2) 4 8 ( 2) 4a a a a aα β α β α β αβ− = − = + − = − − − = − + = − +  

當 2a = 時， α β− 有最小值 4 2= 。 

習題 7：(D) 

設三根皆為α ，則 3 8α = − ，故 2α = − 。 

所以 3 2 3 3 28 ( 2) 6 12 8x ax bx x x x x+ + + = + = + + + ， 

可得 6a = 、 12b = ，故選(D)。 

 


