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空間直線方程式 

1. 直線方程式 

 

1-1 參數式 
i. 設直線L通過點A(ݔ଴, ,଴ݕ ݒ଴)，且與非零向量⃑ݖ = (a, b, c)平行，則直線L的參數式為 

൝
ݔ = ଴ݔ + ݐܽ
ݕ = ଴ݕ + ݐܾ
ݖ = ଴ݖ + ݐܿ

 為實數ݐ					,

  其中，t稱為參數，⃑ݒ稱為直線L的方向向量。 

 
ii. 當t變動時，P點的位置就會在直線上滑動。 
iii. 由於在直線上選取的點或方向向量的不同，造成參數式的表示法不唯一，但所代表

的是同一條直線。 
 
1-2 對稱比例式 

i. 由參數式衍生而來 
ii. 設直線L通過點A(x଴, y଴, z଴)，且與非零向量vሬ⃑ = (a, b, c)平行， 

則直線L的對稱比例式為 
x − x଴
a =

y − y଴
b =

z − z଴
c  

iii. 由於在直線上選取的點或方向向量的不同，造成參數式的表示法不唯一， 
但所代表的是同一條直線。 

 
1-3 兩面式 

i. 若兩相異平面相交於唯一直線，此種表示法稱為直線的兩面式。 
ii. 平面Eଵ: aଵx + bଵy + cଵz + dଵ = 0， 

平面Eଶ: aଶx + bଶy + cଶz + dଶ = 0，且(aଵ, bଵ, cଵ)與(aଶ, bଶ, cଶ)不平行， 
則兩平面相交的直線表示法為 

൜aଵx + bଵy + cଵz + dଵ = 0
aଶx + bଶy + cଶz + dଶ = 0 

iii. 將上述聯立方程式解出可得到代表此直線的參數式。 
  

ݒ⃑ = (ܽ, ܾ, ܿ) 

A(ݔ଴, ,଴ݕ  (଴ݖ

P(x, y, z) 
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2. 直線與平面的關係 

 
將x, y, z參數式分別帶入平面方程式，可得到以下三種結果： 

 
2-1 平行 

若沒有任何實數t，可使點P落在平面E上，則直線與平面平行。 

 
 

2-2 交於一點 
若恰有一個實數t，使點P落在平面E上，則直線與平面交於 一點。 

 
 

2-3 直線落在平面上 
若任意實數t，所得的點P落在平面E上，則直線落在平面上。 
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2-4 投影點 
若直線L與平面E垂直，也就是說直線方向向量與平面法向量平行，則此交點稱為線外

一點P的投影點Q。 

 
 

3. 點到直線的距離 

 
設P為直線L外已知一點，從點P作直線L的垂線，令垂足為點Q，則點P到直線L的距離為ܲܳ

的長度。 

 
 
解 1：將直線L參數式寫出來，利用兩向量互相垂直則內積等於0的概念， 

可以列出ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ ∙ ሬ⃑ܮ = 0，解得t，便能得知Q點，接著使用兩點距離公式。 
解 2：一樣寫出參數式，直接利用兩點距離公式，接著使用配方法找出兩點距離的最小

值。  
 

4. 兩平行線的距離 

當兩直線ܮଵ, ଶ互相平行時，其中一直線上的任意一點到另一條直線的距離都相等，因此ܮ

利用點到直線的距離概念就能求出兩平行線的距離。 
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5. 兩歪斜線的距離 

當兩條直線ܮଵ, ,ଵܮଶ互為歪斜時，在ܮ ,ଶ上分別有一個點Pܮ Q使得ܲܳ同時垂直於ܮଵ, ଶ，此ܮ

時ܲܳ稱為ܮଵ,  。ଶ的公垂線段。兩歪斜線的距離即為公垂線段ܲܳ的長度ܮ

 
 
EX：已知直線ܮଵ:

௫ିଵ
ଵ
= ௬ିଶ

ଵ
= ௭ିଵ

ିଵ
與ܮଶ:

௫ି଼
଺
= ௬ି଻

ଶ
= ௭ିଶ

ିଷ
互為歪斜線，兩直線距離如下： 

解： 

:ଵܮ ൝
ݔ = 1 + ݐ
ݕ = 2 + ݐ
ݖ = 1 − ݐ

			 , ݐ ∈ :ଶܮ，ܴ ൝
ݔ = 8 + ݏ6
ݕ = 7 + ݏ2
ݖ = 2 − ݏ3

			 , ݏ ∈ ܴ 

令公垂線L與直線ܮଵ, ,ଶ的交點為Pܮ Q 

則可令P(1 + t, 2 + t, 1 − t)，Q(8 + 6s, 7 + 2s, 2 − 3s)， 

ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ = ݏ6) − ݐ + ݏ7,2 − ݐ + ݏ3−,5 + ݐ + 1) 

由於ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ 與直線ܮଵ,  ଶ的方向向量均垂直，因此ܮ

 ൜
(1,1,−1) ∙ ݏ6) − ݐ + ݏ7,2 − ݐ + ݏ3−,5 + ݐ + 1) = 0
(6,2,−3) ∙ ݏ6) − ݐ + ݏ7,2 − ݐ + ݏ3−,5 + ݐ + 1) = 0 

 ቄ ݏ11 − ݐ3 + 11 = 0
ݏ49 − ݐ11 + 49 = 0           ቄݏ = −1

ݐ = 0  

因此P(1,2,1), Q(2,5,5)，得ܲܳ = √26 

此即為ܮଵ,  。ଶ的距離ܮ
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小試身手 

 

1. 已知空間中兩點A(1,2,3), B(−4,5,6)，試求直線PQ的參數式及對稱比例式。 

2. 將兩面式൜ ݔ + ݕ + ݖ = 1
ݔ3 − ݕ + ݖ = 3表式成參數式。 

3. 設平面ܧ的方程式為2ݔ − ݕ + ݖ = 1，請判斷ܮ: ௫ିଶ
ଵ
= ௬ିଵ

ିଵ
= ௭ାଵ

ିଷ
與平面ܧ的關係。 

4. 已知點ܲ(1,2,3)與直線ܮ: ௫ିଵ
ଶ
= ௬ାଵ

ଵ
= ௭ିଷ

ଷ
，試求點ܲ到直線ܮ的投影點。 

5. 求兩直線ܮଵ: ݔ − 1 = ݕ − 2 = ݖ + 5, :ଶܮ ൝
ݔ = 1 + ݐ2
ݕ = 2 + ݐ2
ݖ = ݐ2

的距離。 
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詳解 

ሬሬሬሬሬ⃑ܤܣ .1 = (−5,3,3)，選擇ܣ當固定點(亦可選ܤ點)，則 

PQ的參數式為൝
ݔ = 1 − ݐ5
ݕ = 2 + ݐ3
ݖ = 3 + ݐ3

 

對稱比例式為
௫ିଵ
ିହ

= ௬ିଶ
ଷ
= ௭ିଷ

ଷ
 

2. 設ݖ = 則൜，ݐ ݔ + ݕ = 1 − ݐ
ݔ3 − ݕ = 3 −  ݐ

解出上述方程組，可得ቐ
ݔ = 1 − ଵ

ଶ
ݐ

ݕ = − ଵ
ଶ
ݐ
，再加上一開始假設的ݖ =  .ݐ

可得൞
ݔ = 1 − ଵ

ଶ
ݐ

ݕ = − ଵ
ଶ
ݐ

ݖ = ݐ

，其中ݐ為實數。  

3. 平面ܧ的法向量(2,−1,1)與直線ܮ的方向向量(1,−1, −3)，兩相內積等於零，代表兩向量

互相垂直，換句話說平面ܧ與直線ܮ可能平行或重合。 

因此將直線上的點代入平面就能判斷兩者的關係。 

將點(2,1,−1)代入平面ܧ，可得2 × 2 − 1 + (−1) = 2 ≠ 1 

代表點不在平面上，因此直線ܮ與平面ܧ平行。 

4. 將直線ܮ表示為參數式൝
ݔ = 1 + ݐ2
ݕ = −1 + ݐ
ݖ = 3 + ݐ3

 

令ܳ(1 + 2t,−1 + t, 3 + 3t)，則ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ = ,ݐ2) −3 + ,ݐ  (ݐ3

求點到直線的投影點，因此ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ 必須與直線ܮ的方向向量垂直 

因此，令(23−,ݐ + ,ݐ (ݐ3 ∙ (2,1,3) = 0，解得ݐ = ଽ
ଵ଻

 

得到投影點ܳ(ଷହ
ଵ଻
, ି଼
ଵ଻
, ଻଼
ଵ଻
) 

5. 直線ܮଵ的方向向量為(1,1,1)，直線ܮଶ的方向向量為(2,2,2) 

因此兩直線平行。令P(1,2,−5)為ܮଵ上一點，ܳ(1 + 2t, 2 + t, 2t)為ܮଶ上一點，則

ܲܳሬሬሬሬሬ⃑ = ,ݐ2) ,ݐ ݐ2 + 5)。 

令(2ݐ, ,ݐ ݐ2 + 5) ∙ (1,1,1) = 0，解得ݐ = −1 

得ܳ(−1,1,−2)，因此ܲܳതതതത = √14 


