
 

空間向量的內積 
陳清海 老師 



lt99ok413空間向量的內積 p1 

高中數學虛擬教室 114.34.204.87 

lllttt999999oookkk444111333 空空空間間間向向向量量量的的的內內內積積積    

主題一、空間向量的內積 

設  1 2 3, ,a a a a ﹐  1 2 3, ,b b b b 為空間中的兩向量﹐且其夾角為 ﹐則  

(1) a 與 b 的內積 cosa b a b    1 1 2 2 3 3a b a b a b  ﹒  

(2) 夾角 的餘弦值為  

   1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

c o s

| | | |

a b a b a b a b

a a a b b ba b


  

 
   

﹒  

(3) a b  1 1 2 2 3 3 0a b a b a b   ﹒  

 

 

a

b
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【例題 1】【配合課本例 1】  

已知 (1,1,2)a  與 ( 1,2,1)b   ﹐求  

(1) a b ﹒   (2) a 與 b 的夾角﹒  

Ans：(1) 3，(2) 60 

【詳解】  

(1) 利用空間向量內積的坐標表示﹐  

得 1 ( 1) 1 2 2 1 3a b         ﹒  

(2) 設 a 與 b 的夾角為 ﹒  

因為 2 2 2| | 1 1 2 6a     ﹐  

2 2 2| | ( 1) 2 1 6b      ﹐  

所以
3 1

cos
26 6| || |

a b

a b




  


﹒  

即   60﹒  

 

【類題 1】  

已知 A(1，2，1)﹐B(2，3，1)﹐C(3，3，3)為空間中三點﹐求  

(1)
 AB AC ﹒   (2) BAC﹒  

Ans：(1) 3，(2) 45 

【詳解】  

(1) (2 1,3 2,1 1) (1,1,0)AB      ﹐  

(3 1,3 2,3 1) (2,1,2)AC      ﹐  

(1,1,0) (2,1,2) 1 2 1 1 0 2 3AB AC          ﹒  
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(2) 2 2 2| | 1 1 0 2AB     ﹐ 2 2 2| | 2 1 2 3AC     ﹐  

因為
3 1

cos
2 3 2| || |

AB AC
BAC

AB AC


   


﹐  

所以 BAC  45﹒  

 

【例題 2】【配合課本例 2,3】  

下圖是一個 1AB  ﹐ 2AD  ﹐ 3AE  的長方體﹐且兩對角線 AG 與 CE  

相交於 P 點﹒已知 CPG＝﹐求  的值﹒  

A

B C

D

HE

F G
P

 

Ans：90 

【詳解】  

將長方體放在坐標空間中﹐如下圖所示﹒  

A(0,0,0)

B
C(1,  2,0)

D

HE(0,0,  3)

F

P

x

y

z

G (1,  2 ,  3 )

 

因為  是 PC 與 PG 的夾角﹐又 2EC PC ﹐ 2AG PG ﹐  

所以  也是 EC 與 AG 的夾角﹒  

因為 (1, 2 , 3)EC   ﹐ (1, 2, 3)AG  ﹐  

所以
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 ( 3 ) 3
cos 0

1 ( 2 ) ( 3 ) 1 ( 2 ) ( 3 )| | | |

EC AG

EC AG


      

  
    

﹒  

因此 ＝90﹒  
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【類題 2-1】  

下圖是一個邊長為 2 的正立方體﹐A﹐C 是兩個頂點﹐B 為一個邊的中點﹒  

設 ABC＝﹐求 cos 的值﹒  

A

C

B
 

Ans：
7

9
 

【詳解】  

將正立方體放在空間坐標中﹐如下圖所示﹒  

(1,2,0)

A(2,0,2)

C (0,0,2)

B

x

y

z

 

因為  是 BA與 BC 的夾角﹐且  

(1, 2,2)BA   ﹐ ( 1, 2,2)BC    ﹐  

所以
7 7

cos
3 3 9| || |

BA BC

BA BC




  


﹒  

 

【類題 2-2】  

下圖是一個邊長為 7 的正立方體﹐M 為底面的中心﹐A﹐B﹐C 為  

正立方體的頂點﹐且
1

7
BN BC ﹒設 MAN＝﹐求  的值﹒  

A

B N C
M
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Ans：30 

【詳解】  

將正立方體放在空間坐標中﹐如下圖所示﹒  

A (7,0,7)

N(7,1,0)
M , ,0

7

2

7

2
x

y

z

O

 

因為  是 AM 與 AN 的夾角﹐且  

7 7
( , , 7)

2 2
AM    ﹐ (0,1, 7)AN   ﹐  

所以
3

cos
2| | | |

AM AN

AM AN




  ﹐  

解得 ＝30﹒  

 

【例題 3】【配合課本例 4】  

設 (1,6,2)a  ﹐ (2,1, 1)b   ﹐ ( 4,2, )c s  ﹒  

(1) 若 a c ﹐則實數 s 的值為何﹖  

(2) 若 ( )a t b b  ﹐則實數 t 的值為何﹖  

Ans：(1) 4，(2) 1 

【詳解】  

(1) 因為 a c ﹐所以(1，6，2)  (4，2，s)＝0﹐  

即 1  (4)＋6  2＋2  s＝0﹐  

整理得 8＋2s＝0﹐解得 s＝4﹒  

(2) 因為 ( )a t b b  ﹐且  

(1,6,2) (2,1, 1) (1 2 ,6 ,2 )a t b t t t t        ﹐  
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所以(1＋2t，6＋ t，2－ t)  (2，1，1)＝0﹐  

即(1＋2t)  2＋(6＋ t)  1＋(2－ t)  (1)＝0﹒  

整理得 6＋6t＝0﹐解得 t＝1﹒  

 

【類題 3】  

已知 (3,2, 2)a   與 ( , ,2 3)b t t t   垂直﹐求實數 t 的值﹒  

Ans：2 

【詳解】  

因為 a b ﹐所以(3，2，2)  (t，t，2t＋3)＝0﹐  

即 3  t＋2  (t)＋(2)  (2t＋3)＝0﹒  

整理得  3t－6＝0﹐解得 t＝2﹒  

 

【例題 4】  

設 (2,0,6)a  ﹐ (2,1, 3)b   ﹐求使得 | |a t b 有最小值的實數 t﹐又最小值為何﹖  

Ans： t＝1﹐最小值 26  

【詳解】  

由下圖可知﹕  

當 a t b 與 b 垂直時﹐ | |a t b 有最小值﹒  

a t b a

b
t b

 

因為 (2, 0, 6) (2,1, 3) (2 2 , , 6 3 )a t b t t t t        ﹐  

且 ( ) (2 2 , ,6 3 ) (2,1, 3)a t b b t t t         

＝  (2－2t)  2＋(t)  1＋(6＋3t)  (3) 

＝14－14t﹐  

所以當  14－14t＝0 時﹐即 t＝1 時﹐  

| |a t b 有最小值﹐  
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且當 t＝1 時﹐ (4,1, 3)a t b  ﹐  

故 | |a t b 的最小值為 2 2 24 1 3 26   ﹒  

 

【類題 4】  

設 (7,0, 2)a   ﹐ (3,2,2)b  ﹐求使得 | |a t b 有最小值的實數 t﹐又最小值為何﹖  

Ans： t＝1﹐最小值 6 

【詳解】  

由下圖可知﹕當 a t b 與 b 垂直時﹐  

| |a t b 有最小值﹒  

a t b a

b
t b

 

因為 (7, 0, 2) (3, 2, 2) (7 3 , 2 , 2 2 )a t b t t t t         ﹐  

且 ( ) (7 3 , 2 , 2 2 ) (3,2,2)a t b b t t t         

 (7  3t)  3  (  2t)  2  (  2  2t)  2 

 17  17t﹐  

所以當 17  17t  0 時﹐即 t  1 時﹐ | |a t b 有最小值﹐  

且當 t  1 時﹐ (4, 2, 4)a t b    ﹐  

故 | |a t b 的最小值為 2 2 24 ( 2) ( 4) 6     ﹒  

 

【例題 5】  

設 (2,1,1)a  ﹐ ( ,2, 4)b k  為空間中兩向量﹐且 a 與 b 的夾角為 120﹐  

求實數 k 的值﹒  
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Ans：2 

【詳解】  

因為 a 與 b 的夾角為 120﹐所以

2 2 2 2 2 2 2

1 (2,1,1) ( , 2, 4) 2 2
cos120

2 2 1 1 2 ( 4) 6( 20)| | | |

a b k k

k ka b

   
     

     
﹐  

且 2k－2＜0﹐即 k＜1﹒  

將上式兩邊平方﹐得(4k－4)2＝6(k2＋20)﹐  

整理得 5k－16k－52＝0﹐  

解得 k＝2 或
26

5
（不合）﹒  

 

【類題 5】  

設 (1,1,0)a  ﹐ (2,2, )b k 為空間中兩向量﹐且 a 與 b 的夾角為 45﹐  

求實數 k 的值﹒  

Ans： 2 2 或 2 2  

【詳解】  

因為 a 與 b 的夾角為 45﹐所以

2 2 2 2 2 2 2

2 (1,1, 0) (2, 2, ) 4
cos 45

2 1 1 0 2 2 2( 8)| | | |

a b k

k ka b

 
    

    
﹒  

將上式兩邊平方﹐整理得 k2＝8﹐  

解得 2 2k  或 2 2 ﹒  
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主題二柯西不等式 

1. 對於任意兩向量 a ﹐ b ﹐不等式  

a b a b   

恆成立﹐且等號成立於 //a b 或 a 與 b 有一向量為 0 時﹒  

2. 對於任意實數 1 2 1 2 1 2, , , , ,x x y y z z ﹐不等式  

    
22 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2x y z x y z x x y y z z        

恆成立﹐且等號成立於兩向量  1 1 1, ,x y z 與  2 2 2, ,x y z 平行或至少其一為

0 時﹒（當 2 2 2, ,x y z 均不為零時﹐可用 1 1 1

2 2 2

x y z

x y z
  判別兩向量是否平

行﹒）  
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【例題 6】【配合課本例 5】  

設實數 x﹐y﹐z 滿足 x－2y＋2z＝9﹐求 x2＋y2＋z2 的最小值﹐  

並求此時 x﹐y 與 z 的值﹒  

Ans：最小值 9﹐x＝1﹐y＝2﹐z＝2 

【詳解】  

利用柯西不等式﹐得  

(x2＋y2＋z2)(12＋(2)2＋22)≧(x－2y＋2z)2﹐  

將 x－2y＋2z＝9 代入﹐得  

(x2＋y2＋z2)  9 ≧92  

 x2＋y2＋z2≧9﹐  

而且當
1 2 2

x y z
t  


﹐即  

x＝t﹐y＝2t﹐z＝2t 時等號才成立﹒  

將其代入 x－2y＋2z＝9﹐得 9t＝9﹐解得 t＝1﹒  

故當 x＝1﹐y＝2﹐z＝2 時﹐  

x2＋y2＋z2 有最小值 9﹒  

 

【類題 6】  

設實數 x﹐y﹐z 滿足 x－2y＋2z＝3﹐求 x2＋4y2＋4z2 的最小值﹐  

並求此時 x﹐y 與 z 的值﹒  

Ans：最小值 3﹐x  1﹐
1

2
y   ﹐

1

2
z 

 

【詳解】  

利用柯西不等式﹐得  

(x2＋(2y)2＋(2z)2)(12＋(1)2＋12)≧(x－2y＋2z)2﹐  

將 x－2y＋2z＝3 代入﹐得  

(x2＋4y2＋4z2)  3≧32  

 x2＋4y2＋4z2≧3﹐  

而且當
2 2

1 1 1

x y z
t  


﹐  

即 x＝t﹐
2

t
y   ﹐

2

t
z  時等號才成立﹒  

將其代入 x－2y＋2z＝3﹐得 3t＝3﹐解得 t＝1﹒  
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故當 x＝1﹐
1

2
y   ﹐

1

2
z  時﹐  

x2＋4y2＋4z2 有最小值 3﹒  

 

【例題 7】【配合課本例 6】  

設實數 x﹐y﹐z 滿足 x2＋4y2＋9z2＝36﹐求 x－y－z 的最大值與最小值﹐  

並分別求有最大值與最小值時﹐x﹐y 與 z 的值﹒  

Ans：
36

7
x  ﹐

9

7
y   ﹐

4

7
z   ﹐最大值 7﹔

36

7
x   ﹐

9

7
y  ﹐

4

7
z  ﹐最小值  7 

【詳解】  

利用柯西不等式﹐得  

2 2 2 2 2 2 21 1
( (2 ) (3 ) )(1 ( ) ( ) ) ( )

2 3
x y z x y z         ﹐  

將 x2＋4y2＋9z2＝36 代入﹐得  

249
36 ( ) 7 7

36
x y z x y z          ﹐  

而且當
2 3

1 11

2 3

x y z
t  

 

﹐即  

x＝t﹐
4

t
y   ﹐

9

t
z   時等號才成立﹒  

將其代入 x2＋4y2＋9z2＝36﹐  

整理得 249
36

36
t  ﹐解得

36

7
t   ﹒  

故當
36

7
t  時﹐

36

7
x  ﹐

9

7
y   ﹐

4

7
z   ﹐  

此時 x－y－z 有最大值 7﹔  

當
36

7
t   時﹐

36

7
x   ﹐

9

7
y  ﹐

4

7
z  ﹐此  

時 x－y－z 有最小值  7﹒  

 

【類題 7】  

設實數 x﹐y﹐z 滿足 4x2＋4y2＋z2＝16﹐求 x－2y＋z 的最大值與最小值﹐  

並分別求有最大值與最小值時﹐x﹐y 與 z 的值﹒  
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Ans：
2

3
x  ﹐

4

3
y   ﹐

8

3
z  ﹐最大值 6﹔

2

3
x   ﹐

4

3
y  ﹐

8

3
z   ﹐最小值  6 

【詳解】  

利用柯西不等式﹐得  

2 2 2 2 2 2 21
((2 ) (2 ) )(( ) ( 1) 1 ) ( 2 )

2
x y z x y z        ﹐  

將 4x2＋4y2＋z2＝16 代入﹐得  

29
16 ( 2 ) 6 2 6

4
x y z x y z          ﹐  

而且當
2 2

1 1 1

2

x y z
t  


﹐即  

4

t
x  ﹐

2

t
y   ﹐z＝ t 時等號才成立﹒  

將其代入 4x2＋4y2＋z2＝16﹐  

整理得 29
16

4
t  ﹐解得

8

3
t   ﹒  

故當
8

3
t  時﹐

2

3
x  ﹐

4

3
y   ﹐

8

3
z  ﹐  

此時 x－2y＋z 有最大值 6﹔  

當
8

3
t   時﹐

2

3
x   ﹐

4

3
y  ﹐

8

3
z   ﹐  

此時 x－2y＋z 有最小值  6﹒  

 

【例題 8】【配合課本例 7】  

如下圖﹐由周長 12 之三角形的三邊分別向外作正三角形﹒問﹕當此三角形為何

種三角形時﹐三個正三角形的面積和有最小值﹖又其值是多少﹖  

 

Ans：正三角形﹐ 12 3  

【詳解】  
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設三角形的三邊長分別為 x﹐y﹐z﹐  

三個正三角形的面積和為 2 2 23
( )

4
x y z  ﹒  

根據題意可得 x＋y＋z＝12﹐且 x﹐y﹐z 皆為正數﹒  

底下我們討論 x2＋y2＋z2 的最小值﹒  

利用柯西不等式﹐得  

(x2＋y2＋z2)(12＋12＋12)≧(x＋y＋z)2﹐  

將 x＋y＋z＝12 代入﹐  

整理得 2 2 2 144
48

3
x y z    ﹐  

而且當
1 1 1

x y z
t   ﹐即  

x＝t﹐y＝t﹐z＝t 時等號才成立﹒  

將其代入 x＋y＋z＝12﹐得 3t＝12﹐  

解得 t＝4﹐即 x＝y＝z＝4﹒  

故當三角形為正三角形時﹐x2＋y2＋z2 有最小值 48﹐  

即三個正三角形的面積和有最小值
3

48 12 3
4
  ﹒  

 

【類題 8】  

設 12AB  ﹒現將 AB分成 AP﹐ PQ與 QB三段﹐並分別以此三段為邊長作正方形﹐

如下圖所示﹒求此三個正方形面積和的最小值﹒  

A P Q B

 

Ans：48 

【詳解】  

設三個正方形的邊長分別為 x﹐y﹐z﹐  

三個正方形的面積和為 x2＋y2＋z2﹒  

根據題意可得 x＋y＋z＝12﹐且 x﹐y﹐z 皆為正數﹒  

利用柯西不等式﹐得  

(x2＋y2＋z2)(12＋12＋12)≧(x＋y＋z)2﹐  

將 x＋y＋z＝12 代入﹐得  

(x2＋y2＋z2)  3 ≧122  
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 x2＋y2＋z2≧48﹐  

而且當
1 1 1

x y z
t   ﹐  

即 x＝t﹐y＝t﹐z＝t 時等號才成立﹒  

將其代入 x＋y＋z＝12﹐得 3t＝12﹐解得 t＝4﹒  

故當 x＝4﹐y＝4﹐z＝4 時﹐  

x2＋y2＋z2 有最小值 48﹐  

|即三個正方形面積和的最小值為 48﹒  

 

【例題 9】  

設三實數 x﹐y﹐z 滿足 x2＋y2＋z2－4x＋2y－31＝0﹐求 2x－y＋2z 的最大值與

最小值﹐並分別求有最大值或最小值時﹐x﹐y 與 z 的值﹒  

Ans：x＝6﹐y＝3﹐z＝4﹐最大值 23﹔x＝2﹐y＝1﹐z＝4﹐最小值  13 

【詳解】  

先將 x2＋y2＋z2－4x＋2y－31＝0 

配方得(x－2)2＋(y＋1)2＋z2＝36﹒  

利用柯西不等式﹐得  

((x－2)2＋(y＋1)2＋z2)(22＋(1)2＋22)≧(2(x－2)＋(1)(y＋1)＋2z)2﹐  

將(x－2)2＋(y＋1)2＋z2＝36 代入﹐得  

36  9≧(2x－y＋2z－5)2  

 18≦2x－y＋2z－5≦18  

 13≦2x－y＋2z≦23﹐  

而且當
2 1

2 1 2

x y z
t

 
  


﹐  

即 x＝2＋2t﹐y＝1－t﹐z＝2t 時等號才成立﹒  

將其代入(x－2)2＋(y＋1)2＋z2＝36﹐  

整理得 9t2＝36﹐解得 t＝±2﹐  

即(x，y，z)＝(6，3，4)或(2，1，4)﹒  

故當＝6﹐y＝3﹐z＝4 時﹐2x－y＋2z 有最大值 23﹔  

 當 x＝2﹐y＝1﹐z＝4 時﹐2x－y＋2z 有最小值  13﹒  
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【類題 9】  

設三實數 x﹐y﹐z 滿足 x2＋y2＋z2－2x－2z－7＝0﹐求 x＋2y＋2z 的最大值與最

小值﹐並分別求有最大值或最小值時﹐x﹐y 與 z 的值﹒  

Ans：x＝2﹐y＝2﹐z＝3﹐最大值 12﹔x＝0﹐y＝2﹐z＝1﹐最小值  6 

【詳解】  

先將 x2＋y2＋z2－2x－2z－7＝0 

配方得(x－1)2＋y2＋(z－1)2＝9﹒  

利用柯西不等式﹐得  

((x－1)2＋y2＋(z－1)2)(12＋22＋22)≧((x－1)＋2y＋2(z－1))2﹐  

將(x－1)2＋y2＋(z－1)2＝9 代入﹐得  

9  9≧(x＋2y＋2z－3)2  

 9≦x＋2y＋2z－3≦9  

 6≦x＋2y＋2z≦12﹐  

而且當
1 1

1 2 2

x y z
t

 
   ﹐  

即 x＝1＋t﹐y＝2t﹐z＝1＋2t 時等號才成立﹒  

將其代入(x－1)2＋y2＋(z－1)2＝9﹐  

整理得 9t2＝9﹐解得 t＝±1﹐  

即(x，y，z)＝(2，2，3)或(0，2，1)﹒  

故當 x＝2﹐y＝2﹐z＝3 時﹐x＋2y＋2z 有最大值 12﹔  

 當 x＝0﹐y＝2﹐z＝1 時﹐x＋2y＋2z 有最小值  6﹒  
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主題三、正射影 

設 a ﹐ b （ 0b  ）是空間中的二個向量﹐  

則 a 在 b 上的正射影 c 為
2

a b
c b

b








 
 

﹐如下圖所示﹕

a
a c

c
b

  

a
a c

bc = 0   

aa c

b

c  
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【例題 10】【配合課本例 8】  

已知 (3,10, 1)a   ﹐ (2,1, 2)b   ﹐求 a 在 b 上的正射影及正射影的長﹒  

Ans：正射影(4，2，4)﹐正射影長 6 

【詳解】  

設 a 在 b 上的正射影為 c ﹒  

利用正射影公式﹐得  

2

18
( ) ( ) 2(2,1, 2) (4,2, 4)

9| |

a b
c b b

b


      ﹒  

正射影的長為 2 2 2| | 4 2 ( 4) 6c      ﹒  

 

【類題 10】  

已知 (2,1,0)a  ﹐ (2,3, 6)b   ﹐求 a 在 b 上的正射影及正射影的長﹒  

Ans：正射影
2 3 6

( , , )
7 7 7

 ﹐正射影長 1 

【詳解】  

設 a 在 b 上的正射影為 c ﹒  

利用正射影公式﹐得  

2

7 1 2 3 6
( ) ( ) (2,3, 6) ( , , )

49 7 7 7 7| |

a b
c b b

b


      ﹒  

正射影的長為 2 2 22 3 6
| | ( ) ( ) ( ) 1

7 7 7
c      ﹒  
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【例題 11】  

設 A(1，1，1)﹐B(8，3，2)﹐C(3，5，3)為空間中三點﹒如果由點 B 作直線

AC 的垂線﹐與直線 AC 交於 D 點﹐那麼 AB在 AC 上的正射影為 AD ﹐如下圖所

示﹒求   (1) 正射影 AD ﹒     (2) D 點的坐標﹒  

A D C

B

 

Ans：(1) (1，2，2)，(2) (2，3，1) 

【詳解】  

(1) (7,2,1)AB  ﹐ (2,4, 4)AC   ﹒  

AB在 AC 上的正射影 AD 為  

2

18 1
( ) ( ) (2,4, 4) (1,2, 2)

36 2| |

AB AC
AD AC AC

AC


      ﹒  

(2) (1,1,1) (1,2, 2) (2,3, 1)OD OA AD       ﹒  

故 D 點的坐標為(2,3,  1)﹒  

 

【類題 11】  

設 A(2，3，2)﹐B(7，10，1)﹐C(4，4，1)為空間中三點﹒如果由點 B 作直線

AC 的垂線﹐與直線 AC 交於 D 點﹐求 D 點的坐標﹒  

Ans：(8，6，1) 

【詳解】  

(5,7, 1)AB   ﹐ (2,1, 1)AC   ﹒  

A D C

B
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AB在 AC 上的正射影 AD 為  

2

18
( ) ( ) 3(2,1, 1) (6,3, 3)

6| |

AB AC
AD AC AC

AC


      ﹒  

(2,3,2) (6,3, 3) (8,6, 1)OD OA AD       ﹒  

故 D 點的坐標為(8，6，1)﹒  
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重重重要要要精精精選選選考考考題題題    

基礎題 

1. 下圖是一個正六面體﹐下列哪些向量和 AD 的內積等於 0﹖  

(1) AB  (2) AC  (3) AD  (4) AE  (5) AF ﹒  

A

E

B

C

G

D

H

F

 

Ans：(1)(4)(5) 

【詳解】  

只有和 AD 垂直的向量﹐和 AD 的內積才等於 0﹒  

由圖可知﹕ AB﹐ AE ﹐ AF 和 AD 垂直﹒  

因此正確的選項為(1)(4)(5)﹒  

 

2. 已知 A(3，2，1)﹐B(4，1，1)﹐C(3，3，0)為空間中三點﹐求  

(1) AB AC 的值﹒  (2) BAC﹒  (3) △ABC 的面積﹒  

Ans：(1)  1，(2) 120，(3) 
3

2
 

【詳解】  

(1) (1, 1,0)AB   ﹐ (0,1, 1)AC   ﹐  

因此 (1, 1, 0) (0,1, 1) 1AB AC      ﹒  
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(2) 因為
1 1

cos
22 2| || |

AB AC
BAC

AB AC

 
    


﹐  

所以 BAC＝120﹒  

(3) △ABC 的面積為  

1 1 3 3
| | | | sin 2 2

2 2 2 2
AB AC BAC        

﹒  

 

3. 如右圖所示﹐設一正立方體的中心為 O﹐而 A﹐B 為此正立方體同

一面上的兩個對頂點﹐求 cos AOB 的值﹒   【94 指乙】  

Ans：
1

3
  

【詳解】  

邊長為 2﹐建立坐標系﹐  

則 O(1 , 1 , 1)﹐A(0 , 0 , 2)﹐B(2 , 2 , 2)﹐ 

OA＝(－1 ,－1 , 1)﹐OB ＝(1 , 1 , 1)﹐ 

cos∠AOB＝
| | | |

OA OB

OA OB

．

．
＝

1 1 1

3 3

－－＋

．
＝

1

3

－
﹒ 

 

 

4. 右圖為一正立方體﹐若 M 在線段 AB 上﹐ 2BM AM ﹐N 為線段 BC

之中點﹐則 cos MON 的值為何﹖    【95 學測】  

Ans：
4 10

15
 

【詳解】  

設此正立方體的邊長為 6。建立空間座標系，  

O(0，0，0)，A(0，0，6)，M(2，0，6)，N(6，3，6)，則  

OM＝(2，0，6)， ON＝(6，3，6)，  

cosMON 

＝
2 2 2 2 2 2

OM ON 2 6+0 (-3)+6 6 12+36 4
= = = 10

152 10 9OM ON 2 +0 +6 6 +(-3) +6

   


。  

A

B

O

A M B

O

C

N
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5. 已知實數 x﹐y﹐z 滿足 2x＋y＋z＝10﹐求 x2＋y2＋z2＋2x 的最小值  

及此時 x﹐y﹐z 的值﹒  

Ans：最小值 23﹐x＝3﹐y＝2﹐z＝2 

【詳解】  

將 x2＋y2＋z2＋2x 

配方得(x＋1)2＋y2＋z2－1﹒  

利用柯西不等式﹐得  

((x＋1)2＋y2＋z2)(22＋12＋12)≧(2(x＋1)＋y＋z)2﹐  

推得 6((x＋1)2＋y2＋z2)≧(2x＋y＋z＋2)2＝122﹐  

即(x＋1)2＋y2＋z2≧24﹒  

故 x2＋y2＋z2＋2x＝(x＋1)2＋y2＋z2－1≧23﹐  

而且當
1

2 1 1

x y z
t


   ﹐t 為實數﹐  

即 x＝2t－1﹐y＝t﹐z＝t 時﹐等號才成立﹒  

將其代入 2x＋y＋z＝10﹐  

得 2(2t－1)＋t＋t＝10﹐解得 t＝2﹒  

故當 x＝3﹐y＝2﹐z＝2 時﹐  

x2＋y2＋z2＋2x 有最小值為 23﹒  

 

6. 設 A(2，2，0)﹐B(0，2，2)﹐C(2，0，2)為空間中三點﹐求  

(1) 點 C 在直線 AB 上的投影點 D﹒  

(2) 點 C 到直線 AB 的距離﹒  

Ans：(1) (1，2，1)，(2) 6  

【詳解】  

(1) ( 2,0,2)AB   ﹐ (0, 2,2)AC   ﹒  

 A D B

C

 

計算 AC 在 AB上的正射影 AD 為  
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2

4 1
( ) ( ) ( 2,0,2) ( 1,0,1)

8 2| |

AB AC
AD AB AB

AB


      ﹒  

設 D 點坐標為(x,y,z)﹐  

則 ( 2, 2, 0) ( 1,0,1)AD x y z       

 x＝1﹐y＝2﹐z＝1﹒  

故 D 點坐標為(1，2，1)﹒  

(2) 因為點 C 到直線 AB 的距離為 | |CD ﹐  

又 ( 1,2, 1)CD    ﹐ 2 2 2| | ( 1) 2 ( 1) 6CD       ﹐  

所以點 C 到直線 AB 的距離為 6 ﹒  

進階題 

7. 空間坐標中﹐設 A﹐B﹐C 三點依序落在 x 軸﹐y 軸﹐z 軸的正向上﹐  

O 為原點﹐求 AOB 之角平分線與 BOC 之角平分線的夾角﹒  

Ans：60 

【詳解】  

在 xy 平面上取點 D(1，1，0)﹐  

則射線 OD 為 AOB 的角平分線﹐  

同時﹐在 yz 平面上取點 E(0，1，1)﹐  

則射線 OE 為 BOC 的角平分線﹒  

因為兩向量 OD 與 OE 的夾角  即為兩角平分線的夾角﹐  

所以計算
(1,1,0) (0,1,1) 1

cos
22 2




 


﹐  

可得 ＝60﹐因此兩角平分線的夾角為 60﹒  

A

B

C

D (1,1,0)

E (0,1,1)

x

y

z

O
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8. 設 (2,1, 2)a   ﹐ ( , , )b x y z ﹐若 | | 9b  ﹐求 a b 的最小值及此時 b ﹒  

Ans：最小值  27﹐ ( 6, 3,6)b     

【詳解】  

利用柯西不等式﹐得 | | | || |a b a b  ﹐  

即  |2x＋y－2z |≦3  9  

 27≦2x＋y－2z≦27﹒  

因此﹐ a b 的最小值為  27﹒  

此時﹐ //a b ﹐即
2 1 2

x y z
t  


﹒  

設 x＝2t﹐y＝t﹐z＝2t﹐t 為實數﹒  

由 | | 9b  ﹐得(2t)2＋t2＋(2t)2＝92﹐  

解得 t＝±3﹒  

當 t＝3 時﹐2x＋y－2z 有最小值  27﹐  

故此時 ( 6, 3, 6)b    ﹒  

 

9. 已知正數 x﹐y﹐z 滿足 x＋y＋z＝10﹐  

求
4 4 1

x y z
  的最小值及此時 x﹐y﹐z 的值﹒  

Ans：最小值
5

2
﹐x＝4﹐y＝4﹐z＝2 

【詳解】  

利用柯西不等式﹐得  

2 2 2 2 2 2 22 2 1
(( ) ( ) ( ) )(( ) ( ) ( ) ) (2 2 1)x y z

x y z
       ﹐  

推得
4 4 1

( )( ) 25x y z
x y z

     ﹐即
4 4 1 5

2x y z
   ﹒  

等號成立時﹐
2 2 1

yx z

x y z

  ﹐推得
2 2 1

x y z
t   ﹒  
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設 x＝2t﹐y＝2t﹐z＝t﹐t 為實數﹒  

將其代入 x＋y＋z＝10﹐得 2t＋2t＋t＝10﹐解得 t＝2﹒  

故
4 4 1

x y z
  的最小值為

5

2
﹐此時 x＝4﹐y＝4﹐z＝2﹒  

 

10. 設 x﹐y 為實數﹐求 x2＋y2＋(2x－2y－3)2 的最小值﹒  

Ans：1 

【詳解】  

設 2x－2y－3＝z﹐則 2x－2y－z＝3﹒  

利用柯西不等式﹐得  

(x2＋y2＋z2)(22＋(2)2＋(1)2)≧(2x－2y－z)2﹐  

將 2x－2y－z＝3 代入﹐得(x2＋y2＋z2)  9≧32﹐  

即 x2＋y2＋z2≧1﹐  

而且當
2 2 1

x y z
t  

 
﹐t 為實數﹐  

即 x＝2t﹐y＝2t﹐z＝t 時等號才成立﹒  

將其代入 2x－2y－z＝3﹐解得
1

3
t  ﹒  

故當
2

3
x  ﹐

2

3
y   ﹐

1

3
z   時﹐  

x2＋y2＋(2x－2y－3)2 有最小值 1﹒  

 

11. 如右圖所示﹐正立方體 -ABCD EFGH 的稜長等於 2（即 2AB  ）﹐

K 為正方形 ABCD的中心﹐ M ﹐ N 分別為線段 BF ﹐ EF 的中

點﹒試問下列哪些選項是正確的﹖  

(1) 
1

2
KM AB

1

2
 AD

1

2
 AE ﹒  

(2) KM AB 1 ﹒  

(3) 3KM  ﹒  

(4) KMN△ 為一直角三角形﹒  

(5) KMN△ 之面積為
10

2
﹒      【98 學測】  

Ans：(1)(4) 

A

F G

D

H
E

C

K

B

M
N
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【詳解】  

(A) 
1 1

( )
2 2

KM KA AM AM AK AB AE AB AD         

＝
1 1 1

2 2 2
AB AD AE  。  

(B) KM AB ＝(
1 1 1

2 2 2
AB AD AE  )・ AB  

＝
1

2
 AB 

2＝
1

2
×4＝2。  

(C) 2KB  ， 3KM  。  

(D) 以 F 為原點建立空間座標系，  

M(0，0，1)，N(0，1，0)，K(1，1，2)，則  

MK ＝(1，1，1)， MN ＝(0，1，1)，  

MK ・ MN ＝0＋1－1＝0，故 MK ⊥ MN 。  

(E)  MK ＝ 3 ， MN ＝ 2 ，  

故△KMN 之面積為
6

2
。  

 

 


