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10-2-1 向量的內積 
 

定理敘述 

1. 向量的夾角 

若 റܽ, ሬܾറ為兩非零向量，我們可以將它們平移，使其始點重合，此時它們的夾角為 θ (0°
≦θ≦180°)，稱為 റܽ, ሬܾറ的夾角 

2. 向量的內積 

當aሬറ, bሬറ兩向量夾角為 θ 時，我們稱|aሬറ||bሬറ|cosθ為aሬറ和bሬറ的內積，記為aሬറ ∙ bሬറ。其中|bሬറ|cosθ稱

為bሬറ在aሬറ上的投影量。故內積可視為(投影量)×(被投向量長) 

3. 內積的運算性質 

(1) റܽ ∙ ሬܾറ ൌ ሬܾറ ∙ റܽ 
(2) റܽ ∙ റܽ ൌ | റܽ|ଶ 

(3)投影量相等內積相等 

(4) റܽ ∙ ൫ሬܾറ ൅ റܿ൯ ൌ റܽ ∙ ሬܾറ ൅ റܽ ∙ റܿ     

(5)| റܽ ൅ ሬܾറ|ଶ ൌ | റܽ|ଶ ൅ 2 റܽ ∙ ሬܾറ ൅ หሬܾറหଶ 

(6)	 റܽ ∙ ሬܾറ ൌ 0 ⇔ റܽ ٣ ሬܾറ 
4. 內積的坐標表示 

設 റܽ ൌ ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሬܾറ ൌ ሺݔଶ, ଶሻ，則ݕ റܽ ∙ ሬܾറ ൌ ଶݔଵݔ ൅  ଶݕଵݕ

5. 內積與夾角 

設 റܽ, ሬܾറ兩向量夾角為 θ，則cosθ ൌ ௔ሬറ∙௕ሬറ|௔ሬറ||௕ሬറ| 
若 റܽ ൌ ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሬܾറ ൌ ሺݔଶ, ଶሻ，則ݕ
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6. 面積公式 

已知兩不平行的向量 റܽ, ሬܾറ，則 റܽ, ሬܾറ向量所圍成之平行四邊形面積， 

面積ൌ ට| റܽ|ଶ|ሬܾറ|ଶ െ ሺ റܽ ∙ ሬܾറሻଶ 

 

 

ሬܾറ
റܽ 
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定理證明或說明 

1. 向量的夾角 

如下列兩圖，θ 為 റܽ, ሬܾറ的夾角 

       

2. 向量的內積 

 

如上圖，หሬܾറหcosߠ為 ሬܾറ在 റܽ上的投影量 0° ൏ ߠ ൏ 90°：หሬܾറหcosߠ ൐ 0 ⇔ റܽ ∙ ሬܾറ ൐ ߠ 0 ൌ 90°：หሬܾറหcosߠ ൌ 0 ⇔ റܽ ∙ ሬܾറ ൌ 0 90° ൏ ߠ ൏ 180°：หሬܾറหcosߠ ൏ 0 ⇔ റܽ ∙ ሬܾറ ൏ 0 

3. 內積的運算性質 

(1) റܽ ∙ ሬܾറ ൌ | റܽ|ห ሬܾറหcosߠ ൌ ሬܾറ ∙ റܽ 
(2)	 റܽ ∙ റܽ ൌ | റܽ|| റܽ|ܿ0ݏ݋° ൌ | റܽ|ଶ 

(3)如下圖一， റܽ ∙ ሬܾറ ൌ റܽ ∙ റܿ 
(4)如下圖二，( ሬܾറ ൅ റܿ在 റܽ上的投影量)=( ሬܾറ在 റܽ上的投影量)+( റܿ在 റܽ上的投影量) 

∴ റܽ ∙ ൫ሬܾറ ൅ റܿ൯ ൌ റܽ ∙ ሬܾറ ൅ റܽ ∙ റܿ 
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(5)ห റܽ ൅ ሬܾറหଶ ൌ ൫ റܽ ൅ ሬܾറ൯ ∙ ൫ റܽ ൅ ሬܾറ൯ 																					ൌ റܽ ∙ റܽ ൅ ሬܾറ ∙ റܽ ൅ റܽ ∙ ሬܾറ ൅ ሬܾറ ∙ ሬܾറ 																					ൌ | റܽ|ଶ ൅ 2 റܽ ∙ ሬܾറ ൅ หሬܾറหଶ 

(6)	 റܽ ∙ ሬܾറ ൌ 0 表 റܽ, ሬܾറ夾角ߠ ൌ 90°，故 റܽ ٣ ሬܾറ 
4. 內積的坐標表示 റܽ ൌ ሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ଵଛറݔ ൅ ，ଵଜറݕ ሬܾറ ൌ ሺݔଶ, ଶሻݕ ൌ ଶଛറݔ ൅ ଶଜറ，其中 ଛറݕ ൌ ሺ1,0ሻ為 x 軸方向的單位向量 ଜറ ൌ ሺ0,1ሻ為 y 軸方向的單位向量 

且|ଛറ| ൌ |ଜറ| ൌ 1, ଛറ ∙ ଜറ ൌ ଜറ ∙ ଛറ ൌ 0(∵ଛറ ٣ ଜറ ) 

則 റܽ ∙ ሬܾറ ൌ ሺݔଵଛറ ൅ ଵଜറሻݕ ∙ ሺݔଶଛറ ൅ ൌ														 ଶଜറሻݕ ଶଛറݔଵݔ ∙ ଛറ ൅ ଵଜറݕଶݔ ∙ ଛറ ൅ ଶଛറݕଵݔ ∙ ଜറ ൅ ଶଜറݕଶݔ ∙ ଜറ 
      ൌ ଶ|ଛറ|ଶݔଵݔ ൅ ଶ|ଜറ|ଶݕଵݕ ൌ ଶݔଵݔ ൅  ଶݕଵݕ

5. 面積公式 

如圖， റܽ, ሬܾറ所圍平行四邊形的面積為 | റܽ|ห ሬܾറหߠ݊݅ݏ ൌ | റܽ|หሬܾറห√1 െ ൌ ߠଶݏ݋ܿ ට| റܽ|ଶหሬܾറหଶ െ | റܽ|ଶห ሬܾറหଶܿݏ݋ଶߠ 

ൌ ට| റܽ|ଶหሬܾറหଶ െ ሺ റܽ ∙ ሬܾറሻଶ 

  

關鍵字 

內積、向量夾角 
 
例題 1 

已知△ABC 中， 7,6,5  CABCAB ，試求：(1)ܤܣሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣ(2)  ______ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܤ ൌ ______ 
Ans：(1)19 (2)-6 

解： 

ሬሬሬሬሬറܤܣ	(1) ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ หܤܣሬሬሬሬሬറหหܥܣሬሬሬሬሬറหܿܣݏ݋ ൌ 5 ൈ 7 ൈ ହమା଻మି଺మଶൈହൈ଻ ൌ 19 

ሬሬሬሬሬറܤܣ	(2) ∙ ሬሬሬሬሬറܥܤ ൌ หܤܣሬሬሬሬሬറหหܥܤሬሬሬሬሬറหcos	ሺ180° െ ∠Bሻ ൌ 5 ൈ 6 ൈ ቆെ5ଶ ൅ 6ଶ െ 7ଶ2 ൈ 5 ൈ 6 ቇ ൌ െ6 
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例題 2 

已知| റܽ| ൌ 3, ห ሬܾറห ൌ 2，且 റܽ, ሬܾറ夾角為 60°，試求ห2 റܽ ൅ 3ሬܾറห ൌ _______ 
Ans： 36  

解： ห2 റܽ ൅ 3ሬܾറหଶ ൌ ൫2 റܽ ൅ 3ሬܾറ൯ ∙ ൫2 റܽ ൅ 3ሬܾറ൯ ൌ 4| റܽ|ଶ ൅ 12| റܽ|ห ሬܾറหܿ60ݏ݋° ൅ 9หሬܾറหଶ ൌ 36 ൅ 36 ൅ 36 ൌ 108 

∴ห2 റܽ ൅ 3ሬܾറห ൌ 6√3 

 
例題 3 

設OAሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ3,1ሻ, ሬሬሬሬሬറܤܱ ൌ ሺെ1,2ሻ，若ܱܥሬሬሬሬሬറ ٣ ,ሬሬሬሬሬറܤܱ ሬሬሬሬሬറ，且ODሬሬሬሬሬറܣܱ//ሬሬሬሬሬറܥܤ ൅ ሬሬሬሬሬറܣܱ ൌ ሬሬሬሬሬറ，試求ODሬሬሬሬሬറܥܱ ൌ __________
Ans：(11,6) 

解： 

設ܱܥሬሬሬሬሬറሺݔ, ሬሬሬሬሬറܥܤ，ሻݕ ൌ ሺݔ ൅ 1, ݕ െ 2ሻ ܱܥሬሬሬሬሬറ ٣ ሬሬሬሬሬറܤܱ ⇒ ሺݔ, ሻݕ ∙ ሺെ1,2ሻ ൌ 0 ⇒ െݔ ൅ ݕ2 ൌ ሬሬሬሬሬറ ⇒ ௫ାଵଷܣܱ//ሬሬሬሬሬറܥܤ 0 ൌ ௬ିଶଵ  

∴ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ14,7ሻ ODሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܥܱ െ ሬሬሬሬሬറܣܱ ൌ ሺ11,6ሻ 
 
例題 4 

已知 റܽ ൅ ሬܾറ ൅ റܿ ൌ 0ሬറ，且| റܽ| ൌ 1, หሬܾറห ൌ 2, | റܿ| ൌ 3，試求 റܽ與 ሬܾറ夾角為__________ 

Ans：0° 
解： റܽ ൅ ሬܾറ ൅ റܿ ൌ 0ሬറ ⇒ റܽ ൅ ሬܾറ ൌ െ റܿ ⇒ ห റܽ ൅ ሬܾറหଶ ൌ |െ റܿ|ଶ ⇒ | റܽ|ଶ ൅ 2 റܽ ∙ ሬܾറ ൅ หሬܾറหଶ ൌ | റܿ|ଶ ⇒ 1 ൅ 2 ൈ 1 ൈ 2 ൈ cosθ ൅ 4 ൌ 9 ⇒ cosθ ൌ 1 ⇒ θ ൌ 0° 
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例題 5 

已知| റܽ| ൌ 3, ห ሬܾറห ൌ 2，且 റܽ, ሬܾറ夾角為 60°，試求 റܽ, ሬܾറ所圍平行四邊形的面積為_______ 

Ans：3√3 

解： 

面積=ට| റܽ|ଶหሬܾറหଶ െ ሺ റܽ ∙ ሬܾറሻଶ ൌ ඥ9 ൈ 4 െ ሺ3 ൈ 2 ൈ ሻଶ°60ݏ݋ܿ ൌ 3√3 

 
例題 6 

設△ABC 中， 6,4,72  ABCABC ，O 為△ABC 的外心，若ܱܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣݔ ൅ ,，ሺx	ሬሬሬሬሬറܥܣݕ y ∈ Rሻ，
則 x=______，y=_________ 

Ans：
6
1,

9
4

 yx  

解： 

∵外心 O 為中垂線的交點 

ሬሬሬሬሬറ上的投影量為ܤܣሬሬሬሬሬറ在ܱܣ∴
ଵଶ |ሬሬሬሬሬറܤܣ| ⇒ ሬሬሬሬሬറܱܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൌ ଵଶ  ሬሬሬሬሬറ|ଶܤܣ|

同理，ܱܣሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ଵଶ  ሬሬሬሬሬറ|ଶܥܣ|

൞ܱܣሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൌ 12 หܤܣሬሬሬሬሬറหଶܱܣሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ 12 หܥܣሬሬሬሬሬറหଶ ⇒ ൞ݔหܤܣሬሬሬሬሬറหଶ ൅ ሬሬሬሬሬറܤܣݕ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ 12 หܤܣሬሬሬሬሬറหଶܤܣݔሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൅ ሬሬሬሬሬറหଶܥܣหݕ ൌ 12 หܥܣሬሬሬሬሬറหଶ  

其中ܤܣሬሬሬሬሬറ ∙ =ሬሬሬሬሬറܥܣ 12
462
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例題 7 

設△ABC 中， 6,4,72  ABCABC ，H 為△ABC 的垂心，若ܪܣሬሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣݔ ൅ ,，ሺx	ሬሬሬሬሬറܥܣݕ y ∈ Rሻ，
則 x=______，y=_________ 

Ans：
3
2,

9
1

 yx  

解： 

∵垂心 H 為高的交點 
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ሬሬሬሬሬറ上的投影量ܤܣሬሬሬሬሬሬറ在ܪܣ∴ ൌ ሬሬሬሬሬറ上的投影量ܤܣሬሬሬሬሬറ在ܥܣ ⇒ ሬሬሬሬሬሬറܪܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܥܣ ∙  ሬሬሬሬሬറܤܣ
同理，ܪܣሬሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙  ሬሬሬሬሬറܥܣ
൜ܪܣሬሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬሬറܪܣሬሬሬሬሬറܥܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ⇒ ൝ݔหܤܣሬሬሬሬሬറหଶ ൅ ሬሬሬሬሬറܤܣݕ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܤܣݔሬሬሬሬሬറܥܣ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൅ ሬሬሬሬሬറหଶܥܣหݕ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣ ∙  ሬሬሬሬሬറܥܣ
其中ܤܣሬሬሬሬሬറ ∙ =ሬሬሬሬሬറܥܣ 12
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溫故知新 

習題 1 

已知正△ABC 邊長為 4，試求(1)ܤܣሬሬሬሬሬറ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣ(2)  ______ ∙ ሬሬሬሬሬറܥܤ ൌ ______ 
 
習題 2 

設| റܽ| ൌ 3, ห ሬܾറห ൌ 4, ห2 റܽ ൅ 3ሬܾറห ൌ 6√3，則 റܽ與 ሬܾറ夾角為____________ 

 
習題 3 

有一△ABC﹐已知ܤܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሺെ3,4ሻ, ሬሬሬሬሬറܣܥ ൌ ሺ5,െ12ሻ，則△ABC 的面積為____________ 

 
習題 4 

設 റܽ ൅ 2ሬܾറ ൅ റܿ ൌ 0ሬറ且| റܽ| ൌ 4, หሬܾറห ൌ 2，若 റܽ, ሬܾറ之夾角為 60﹐則| റܿ| ൌ____________ 

 
習題 5 

ABC 中﹐ 2 7BC  ﹐ 4CA  ﹐ 6AB  ﹐外心 O﹐ AO 交 BC 於 P 且ܲܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣݔ ൅ ሬሬሬሬሬറ﹐求數對ܥܣݕ

(x,y)  ____________ 

 
習題 6 

設 H 為△ABC 的垂心﹐且 4AB  , 6 2BC  , 8AC  ，則ܪܣሬሬሬሬሬሬറ ∙  ____________ሬሬሬሬሬറܤܣ

 



 

	

7

多普達國際．信望愛文教基金會 

習題 7                                                                 【學測 93】

設△ABC 為一等腰直角三角形，BAC  90，若 P﹐Q 為斜邊 BC 的三等分點，則 tanPAQ  
____________（化成最簡分數） 

 
習題 8                                                                【學測 103】

設ݑሬറ, റ為兩個長度皆為ݒ 1 的向量，若ݑሬറ ൅ ሬറ的夾角為ݑറ與ݒ 75，則ݑሬറ, റ的內積為____________（化ݒ

為最簡根式） 

 
習題 9                                                              【指考甲 95】

設ݑሬറ, |ሬറݑ|റ為兩非零向量。若ݒ ൌ |റݒ|2 ൌ ሬറݑ2| ൅ റ|﹐且ݒ3  表ݑሬറ, റ之夾角﹐則ݒ cos  ____________
（化成最簡分數） 

 
習題 10                                                              【學測 102】

令ܣറ, റ的長度為ܣሬറ坐標平面上兩向量，已知ܤ ሬറ的長度為ܤ，1 2，且ܣറ, ሬറ之間的夾角為ܤ 60。令ݑሬറ ൌ റܣ ൅ ,ሬറܤ റݒ ൌ റܣݔ ൅ ሬറ，其中ܤݕ x, y 為實數且符合 6  x  y  8 以及  2  x  y  0，則內積ݑሬറ ∙ റݒ
的最大值為____________ 

 
 

 

解答與解析 

習題 1：(1)8；(2)-8 

習題 2：120 
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       解：建立直角坐標系﹕A(0,0)，B(0,1)，C(1,0)﹐ 

           因為 P﹐Q 為 BC 的三等分點，所以
1 2( , )
3 3

P ，
2 1( , )
3 3

Q ﹐ 

ሬሬሬሬሬറܲܣ            ൌ ቀଵଷ , ଶଷቁ , ሬሬሬሬሬറܳܣ ൌ ቀଶଷ , ଵଷቁ 

           cos∠PAQ ൌ ஺௉ሬሬሬሬሬറ∙஺ொሬሬሬሬሬሬറห஺௉ሬሬሬሬሬറห|஺ொሬሬሬሬሬሬറ| ൌ ସହ﹐ 

           又因 PAQ 為銳角﹐所以
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PAQ   

習題 8： 3
2

  

       解： 

|ሬറݑ|∵           ൌ ሬറݑ∴|റݒ| ൅ ,ሬറݑറ平分ݒ  റ夾角ݒ

          推得ݑሬറ, റ的夾角為ݒ 150。 

          故ݑሬറ ∙ റݒ ൌ 1 ൈ 1 ൈ °150ݏ݋ܿ ൌ ି√ଷଶ  

習題 9： 7
8

  

       解：令|ݑሬറ| ൌ |റݒ|2 ൌ ሬറݑ2| ൅ |റݒ3 ൌ 2݇ 

           又|2ݑሬറ ൅ റ|ଶݒ3 ൌ ሬറ|ଶݑ|4 ൅ ߠݏ݋ܿ|റݒ||ሬറݑ|12 ൅  റ|ଶݒ|9

           ⇒ 4݇ଶ ൌ 4 ൈ 4݇ଶ ൅ 12 ൈ 2݇ଶܿߠݏ݋ ൅ 9݇ଶ 

           ⇒ cosθ ൌ ିଶଵ௞మଶସ௞మ ൌ ି଻଼ 
習題 10：31 

       解：	ݑሬറ ∙ റݒ ൌ ൫ܣറ ൅ ሬറ൯ܤ ∙ ൫ܣݔറ ൅ ሬറ൯ܤݕ ൌ റหଶܣหݔ ൅ ሺݔ ൅ റܣሻݕ ∙ ሬറܤ ൅  ሬറ|ଶܤ|ݕ

          14 ( ) 1 2
2

x y x y       2 5x y   

          另外，不等式 6  x  y  8、2  x  y  0 

          在坐標平面上為一封閉四邊形區域，其頂點為(2,4)、(3,3)、(4,4)、(3,5) 

          由線性規劃之頂點法可得 2 5x y 最大值為 31 

          故所求ݑሬറ ∙ റ之最大值為ݒ 31 


