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4-1-4  數學歸納法 

 

定理敘述 

數學歸納法數學歸納法數學歸納法數學歸納法 

利用數學歸納法研究與處理數學問題，解題過程可分為兩步驟： 

步驟 1：我們先觀察資料數值間的關係並找出其規律性，同時試著推測結論。 

步驟 2：驗證推測的結論是否正確。 

 

 

定理證明或說明 

1. 數學歸納法數學歸納法數學歸納法數學歸納法 

 如果我們想驗證某一種關係或某一函數，特別是定義域與自然數特別是定義域與自然數特別是定義域與自然數特別是定義域與自然數 N 有關有關有關有關，只要能夠證明下

述兩條件是否同時成立﹕ 

(1) 驗算 1=n 時成立。       『稱為起始步驟起始步驟起始步驟起始步驟』 

(2) 設 =n k 時成立，進而推得 1= +n k 時也成立。 『稱為遞推步驟遞推步驟遞推步驟遞推步驟』 

 確認上述(1)(2)成立後，由數學歸納法可得該關係式對於所有正整數 n 都成立。 

2. 數學歸納法的推廣數學歸納法的推廣數學歸納法的推廣數學歸納法的推廣（（（（當當當當 1n > 時時時時）））） 

 對於某一關係式想驗證是否對於任意正整數 n m≥ （ m 為大於或等於 2 的正整數）皆成立﹕ 

 解題過程可分為兩步驟： 

(1) 驗算 =n m 時成立。         『稱為起始步驟起始步驟起始步驟起始步驟』 

(2) 設 =n k  ( )k m≥  時成立，進而推得 1= +n k 時也成立。 『稱為遞推步驟遞推步驟遞推步驟遞推步驟』 

 確認上述(1)(2)成立後，由數學歸納法可得該關係式對於所有正整數 n m≥ 都成立。 

 

 

注意事項 

1. 定義域與自然數 N 有關 

2. 由數學歸納法及其推廣得知『起始步驟』和『遞推步驟』缺一不可。 
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關鍵字 

正整數、自然數、數學歸納法 

 

例題例題例題例題 1 

對所有正整數 n ，證明﹕ 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2

6

+ ++ + + =L
n n n

n 。 

Ans： 

(1) 當 1=n 時，左式 21 1= = ，右式
1 2 3

1
6

⋅ ⋅= = ，原式成立。 

(2) 設當 =n k 時，原式成立，即 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2

6

+ ++ + + =L
k k k

k  

則當 1= +n k 時， 

左式 = 2 2 2 21 2 ( 1)+ + + + +L k k 2( 1)(2 1)
( 1)

6

+ += + +k k k
k  

( 1)[ (2 1) 6( 1)]

6

+ + + += k k k k
 

2( 1)(2 7 6)

6

+ + += k k k
 

( 1)( 2)(2 3)

6

+ + += k k k
 

( 1)[( 1) 1][2( 1) 1]

6

+ + + + += k k k = 右式 

得當 1n k= + 時，原式亦成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 2 

對所有正整數 n ，證明﹕ 3 3 3 2( 1)
1 2 [ ]

2

++ + + =L
n n

n 。 

Ans： 

(1) 當 1=n 時，左式 31 1= = ，右式 21 2
[ ] 1

2

⋅= = ，原式成立。 
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(2) 設當 =n k 時，原式成立，即 3 3 3 2( 1)
1 2 [ ]

2

++ + + =L
k k

k  

則當 1= +n k 時， 

左式 = 3 3 3 31 2 ( 1)+ + + + +L k k 2 3( 1)
[ ] ( 1)

2

+= + +k k
k  

2 2( 1) [ 4( 1)]

4

+ + += k k k
 

2 2( 1) ( 2)

4

+ += k k
 

2( 1)[( 1) 1]
[ ]

2

+ + += k k
= 右式 

得當 1= +n k 時，原式亦成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 3 

對所有正整數 n ，證明：8 6+n 恆為 7 的倍數。 

Ans： 

(1) 當 1=n 時，得 18 6 14+ = 是 7 的倍數。 

(2) 設當 =n k 時成立，即8 6 7+ =k t 是 7 的倍數。（其中 2≥t ） 

則當 1= +n k 時， 

原式 = 18 6 8 8 6+ + = ⋅ +k k  

8(8 6) 42= + −k  

8 7 42= ⋅ −t  

7(8 6)= −t 為 7 的倍數。 

得當 1n k= + 時原式亦成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 4 

試證﹕所有 3≥n 的正整數，恆有 2 2>n n 。 

Ans： 

(1) 當 3=n 時，左式 23 9= = ，右式 2 3 6= × = ，原式成立。 

(2) 設當 3= ≥n k 時成立，即 2 2>k k 。 
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則當 1= +n k 時， 

左式 = 2 2( 1) 2 1 2 2 1 2( 1)+ = + + > + + > +k k k k k k = 右式 

得當 1= +n k 時，原式亦成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 5 

不論 n 為任意正整數， 2 2 12 3n n+ ++ 恆為質數 P 的倍數， 

(1) 試求此質數 P。 

(2) 並以數學歸納法證明之。 

Ans： 

(1) 1=n 時，得 3 32 3 35+ = ，推得 5=P 或 7=P 。 

2=n 時，得 4 52 3 259+ = ，推得 7=P 。 

(2) 證明﹕ 

①當 1=n 時，原式 3 32 3 35= + = ，原式成立。 

②設當 =n k 時成立， 2 2 12 3 7+ ++ =k k t 是 7 的倍數。 

則當 1= +n k 時， 

左式 = 3 2 3 2 2 12 3 2 2 9 3+ + + ++ = ⋅ + ⋅k k k k 2 2 1 2 12(2 3 ) 7 3+ + += + + ⋅k k k  

2 1 2 12 7 7 3 7(2 3 )+ += ⋅ + ⋅ = +k kt t = 右式 

得當 1= +n k 時原式成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 6 

不論 n 是任意正整數，若 ≥n m 時，5 3 4> +n n n 恆成立， 

(1) 推測正整數 m 的最小值。 

(2) 並以數學歸納法證明之。 

Ans： 

(1) 當以 1=n ，2 得不合結果，但是以 3=n ，4，5，L符合，推論 3=m 。 

(2) 證明﹕ 

①當 3=n 時，左式 35 125= = ，右式 3 33 4 91= + = ，原式成立。 

②設當 3= ≥n k 時成立，即5 3 4> +k k k ， 
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則當 1= +n k 時， 

左式 = 15 5 5+ = ⋅k k  

5(3 4 ) 5 3 5 4> + = ⋅ + ⋅k k k k  

1 13 3 4 4 3 4+ +> ⋅ + ⋅ = +k k k k = 右式 

得當 1n k= + 時原式成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 7 

設數列 < >na  滿足 1 1=a ， 1

4

3+
−=
−

n
n

n

a
a

a
（ 1n ≥ ） 

(1) 試求 2 3 4 5, , ,a a a a ，並嘗試推測 na 之值。（請以 n 表示） 

(2) 利用數學歸納法，證明(1)的推測是否正確。 

Ans： 

(1) 經代入計算後，可得 

2

3

2
=a ； 3

5

3
=a ； 4

7

4
=a ； 5

9

5
=a  

觀察後推測
2 1 1

2
−= = −n

n
a

n n
（ 1n ≥ ）。 

(2) ①當 1=n 時， 1

1
2 1

1
= − =a ，原式成立。 

②設當 =n k 時，原式成立，即
1

2= −ka
k

， 

則當 1= +n k 時， 

1

1
4 (2 )4 2 1 1

2
13 1 13 (2 )

+

− −− += = = = −
− + +− −

k
k

k

a kka
a k k

k

 

得當 1= +n k 時原式成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 8 

設 ∈n N ，試證： 4 12 6+ −n n 的個位數字恆為 6。 

Ans： 

(1) 當 1=n 時, 52 6 32 6 26 20 6− = − = = + 成立，個位數字為 6 
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(2) 設當 =n k 時成立, 即 4 12 6 10 6+ − = +lk k （ ∈l N ） 

則當 1= +n k 時 

原式 = 4( 1) 1 1 4 1 42 6 2 2 6 6+ + + +− = ⋅ − ⋅k k k k  

4 116(2 6 ) 10 6+= − + ×k k k  

16(10 6) 10 6= + + ⋅l
k  

160 96 10 6= + + ⋅l
k  

10(16 9 6 ) 6= + + +l
k  個位數字為 6 

得當 1n k= + 時亦成立，由數學歸納法得證。 

【【【【伯努力不伯努力不伯努力不伯努力不等式等式等式等式（（（（Bernoulli Inq.）】）】）】）】 

例題例題例題例題 9 

設 n ∈ N ，若 1p ≥ − ，則 (1 ) 1np np+ ≥ + ，請證明之。 

Ans： 

(1) 當 1n = 時，左式 1 1p p= + ≥ + = 右式，原式成立。 

(2) 設當 n k= 時原式成立,，即 (1 ) 1kp kp+ ≥ +  

則當 1= +n k 時， 

左式 = 1(1 ) (1 ) (1 )k kp p p++ = + +   

(1 ) (1 )≥ + ⋅ +kp p  (其中1 0+ ≥p ) 

21 ( 1)= + + +k p kp  

1 ( 1)≥ + +k p = 右式 （其中 2 0≥kp ） 

得當 1n k= + 時，原式亦成立，由數學歸納法得證。 

例題例題例題例題 10 

對所有 2n ≥ 的正整數，試證：
1 1 1 2

1
2 3 1

n

n n
+ + + + >

+
L 。 

Ans： 

(1) 2=n 時，左式
1 3

1
2 2

= + =  
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右式
2 2 4

2 1 3

⋅= =
+

 

故
3 4

2 3
> ，故 2n = 時，原式成立。 

(2) 設當 2n k= ≥ 時，原式成立，即
1 1 1 2

1
2 3 1

k

k k
+ + + + >

+
L  

則當 1= +n k 時， 

左式
1 1 1 1 2 1 2 1

1
2 3 1 1 1 1

+= + + + + + > + =
+ + + +

L
k k

k k k k k
,  

右式
2( 1) 2( 1)

( 1) 1 2

+ += =
+ + +
k k

k k
 

利用左式 −右式得 

左式 −右式 = 2 1 2( 1) (2 1)( 2) ( 1) 2( 1)

1 2 ( 1)( 2)

k k k k k k

k k k k

+ + + + − + ⋅ +− =
+ + + +

 

0
( 1)( 2)

k

k k
= >

+ +
（左式 −右式 0> ） 

因此
2 1 2( 1)

1 2

+ +>
+ +

k k

k k
 

即
1 1 1 1 2( 1)

1
2 3 1 2

++ + + + + >
+ +

L
k

k k k
 

得當 1n k= + 時，原式亦成立，由數學歸納法得證。 

 

 

溫故知新 

習習習習題題題題 1 

對所有正整數 n ，請檢驗下列各式是否成立？ 

(1) 2 1n n+ + 恆為質數。 

(2) 2 1+n 恆為 3 的倍數。 

 

習習習習題題題題 2 

所有 3>n 的正整數，試證﹕ 2 3≥n n 。 
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習習習習題題題題 3 

設 n 為大於或等於某一個正整數 m 的任意正整數時， 22 11> +n n 恆成立。 

(1) 推測正整數 m 的最小值。 

(2) 並以數學歸納法證明之。 

 

習習習習題題題題 4 

設 ∈n N ，試證： 110 9 10+ − −n n 恆為 81 的倍數。 

 

習習習習題題題題 5 

數列 < >na 定義為 1 1=a ， 1

3 1

4 1+
−=
−

n
n

n

a
a

a
（ 1n ≥ ） 

(1) 試求 2 3 4, ,a a a ，並嘗試推測 na 之值。（請以 n 表示） 

(2) 利用數學歸納法，證明(1)的推測是否正確。 

 

 

解答與解析 

習題 1：(1) 分別以 1n = ，2，3 代入得到質數 3，7，13， 

但 4=n 時， 21 3 7= × 是合成數，並非質數， 

因此對所有正整數n ， 2 1+ +n n 並非恆為質數。 

(2) 1=n 時得 3，為 3 的倍數，但 2=n 時得 5，不是 3 的倍數， 

因此對所有正整數 n ， 2 1+n 並非恆為 3 的倍數。 

習題 2：(1) 當 4=n 時，左式 42 16= = ，右式 3 4 12= ⋅ = ，原式成立。 

(2) 設當 4= ≥n k 時成立，即 2 3≥k k 。 

則當 1= +n k 時， 

左式 12 2 2 2 3 3 3 3 12 3( 1)+= = ⋅ ≥ ⋅ = + ≥ + ≥ + =k k k k k k k 右式  

得當 1= +n k 時，原式亦成立，由數學歸納法得證。 

習題 3：(1) 1=n ，2，3，4，5 不合， 6=n ，7，8，9，10，L均合，推測 6=m 。 

(2) 證明﹕ 
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①當 6=n 時，左式 64= ，右式 47= ，原式成立。 

②設當 6= ≥n k 時成立，即 22 11> +k k ， 

則當 1= +n k 時， 

左式 = 12 2 2 2 2+ = ⋅ = +k k k k            

2 2( 11) ( 11)> + + +k k  

2 211 2 1 ( 1) 11> + + + = + +k k k = 右式 

得當 1n k= + 時原式成立，由數學歸納法得證。 

習題 4：(1) 當 1=n 時， 210 9 10 81− − = 可以被 81 整除。 

(2) 設當 =n k 時原式成立， 

即 110 9 10 81+ − − =k k p ，其中 ∈p N  

則當 1= +n k 時， 

原式 210 9( 1) 10+= − + −k k  

  110 (10 9 10) 81 81+= ⋅ − − + +k k k  

  10 81 81 81= ⋅ + +p k  

  81(10 1)= + +p k 可被 81 整除 

得當 1n k= + 時亦成立，由數學歸納法得證。 

習題 5：(1) 2

2

3
=a ； 3

3

5
=a ； 4

4

7
=a ；

2 1
=

−n

n
a

n
 

(2) 請自行嘗試證明。 


