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2-2-4  餘式定理與因式定理 
 

 

餘式定理 

1.定理敘述： 

設 ( )f x 為一多項式，則 ( )f x 除以 ( )x a− 的餘式為 ( )f a  

多項式 ( )f x 被 ( )ax b− 除後得餘式為 ( )
b

f
a

 

 
2.餘式定理證明： 

設 ( )f x 除以 ( )x a− 的商為 ( )q x ，餘式為 r  

則 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x a q x r f a a a q a r r f a= − + ⇒ = − + ⇒ =  

故餘式為 ( )f a  

 
 
 
 

因式定理 

1.定理敘述 

設 ( )f x 為一多項式，若一次式 ( )ax b− 為 ( )f x 之因式⇔ ( ) 0
b

f
a

=  

2.因式定理證明 

( )⇒  
若ax b− 為 ( )f x 之因式，則存在多項式 ( )Q x ， 

使得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
b b b

f x ax b Q x f a b Q
a a a

 = − ⇒ = + =  
 

( )⇐  

若 ( ) 0
b

f
a

= ，則由餘式定理可知： 

( )f x 除以 ( )ax b− 的餘式為 ( ) 0
b

f
a

=  

( ) ( ) ( )f x ax b Q x⇒ = − ，故ax b− 為 ( )f x 之因式 
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注意事項 

‧因式定理為餘式定理的特例。 

 

例題例題例題例題 1 

設 ( )f x 為三次多項式，以 2 1x − 除之餘式為 1x + ，以 2 1x + 除之餘式為 1x− − ，求 ( )f x =？ 
Ans： 

由除法原理可知 

令 2 2( ) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)f x a x x b x x= + + + + + − −  
( 1) 0 2 0 0f b b− = ∴ = ⇒ =Q  

又 (1) 2 4 2 2 2 1f a b a= ∴ + − = ⇒ =Q  

故， 2( ) ( 1)( 1) 1f x x x x= + + − −  

 

 

例題例題例題例題 2 

多項式 ( ) ( )102 4 5f x x x= + + 除以 2 3 2x x+ + 的餘式為何？ 

Ans： 

由除法原理可知： 

1

2

3

( ) ( 1) ( ) 1024

( 2) ( ) 1

( 1)( 2) ( ) ( )

( 1) 1024 1024 1023

( 2) 1 2 1 2047

f x x Q x

x Q x

x x Q x ax b

f a b a

f a b b

= + +
= + +
= + + + +

− = − + = =  
⇒ ⇒  − = − + = =  

 

故，餘式為1023 2047x +  

 

 

例題例題例題例題 3 

若 10 2( ) 2 5 4 7f x x x x= − + + ，則 ( )f x 除以 2 1x + 之餘式為何？ 

Ans： 

由除法原理可知： 
2( ) ( 1) ( ) ( )f x x Q x R x= + +  

令 2 1x = − 代入上式可得餘式 
( ) 4 10R x x= +  

 

例題例題例題例題 4 

多項式 ( )f x 除以 1x − 之餘式為 2，除以 2 1x x+ + 之餘式為2 6x + ， 

試求 ( )f x 除以 3 1x − 之餘式為何？ 
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Ans： 

由除法原理可得： 

1

2
2

2 2
3

( ) ( 1) ( ) 2

( 1) ( ) (2 6)

( 1)( 1) ( ) ( 1) (2 6)

(1) 2

3 8 2 2

f x x Q x

x x Q x x

x x x Q x a x x x

f

a a

= − +

= + + + +

= − + + + + + + +
=

∴ + = ⇒ = −
Q

 

故餘式為 22 4x− +  

 

例題例題例題例題 5 

設 4 3 2( ) 10f x x ax bx cx= + + + − 可被 2( 1)( 2)x x− + 整除，求 ( , , )a b c = ____________。 

Ans： 

由題意可知 1x + 、 1x − 、 2x + 為 ( )f x 一次因式 

可得 (1) ( 1) ( 2) 0f f f= − = − =  

1 10 0 9 7

1 10 0 9 9 ( , , ) (7,9, 7)

16 8 4 2 10 0 8 4 2 6 7

a b c a b c a

a b c a b c b a b c

a b c a b c c

 + + + − =  + + = =
  − + − − = ⇒ − + = − ⇒ = ⇒ = −  
  − + − − = − + = = −

 

 

例題例題例題例題 6 

設 0a b c> > > ， , ,a b c ∈ 。若 x c− 為 ( ) ( )( ) 2f x x x a x b= − − − 的因式， 

則a b c+ + = _________。 

Ans： 

Q x c− 為 ( ) ( )( ) 2f x x x a x b= − − − 的因式 ( ) 0f c∴ =  

{ { {( )( ) 2c c a c b
+ − −

⇒ − − = 且 , ,a b c ∈ 、 c a c b− < −  

故， 1, 2, 1 3, 2, 1 6c c a c b a b c a b c= − = − − = − ⇒ = = = ⇒ + + =  

 

 

溫故知新 

習題習題習題習題 1 

設 ( )g x 為一多項式，以 1x + 除之，餘 5；以 1x − 除之，餘 3− ， 

則 ( )g x 除以 x2–1之餘式為何？ 

 

習題習題習題習題 2 

多項式 ( ) 7 5 4 3 2–50 6 4 25 30 5f x x x x x x x= + + −+ +
被

( )( )–1 7x x −
除， 

其餘式為何？ 
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習題習題習題習題 3 

設以 432 −− xx 除 ( )f x 及 ( )g x 之餘式分別為 23 +x 及 74 +− x ， 

則以 4x − 除 ( ) ( ) ( ) ( )2 3 5x f x x g x+ − + 之餘式為何？ 

 

習題習題習題習題 4 

( )f x 被 2x + 除餘式為 8，被 22 3x x+ + 除餘式為3 4x − ， 

則 ( )f x 被 ( )( )22 2 3x x x+ + + 除，其餘式為何？ 

 

習題習題習題習題 5 

( ) 10 25 4 7f x x x x− + +＝2 ，則 ( )f x 除以 2 1x + 之餘式為何？ 

 

習題習題習題習題 6 

已知 ( ) 3 2 – 47 15f x x x xα β= + − 有因式3 1x + 與2 3x − ，試求： 

(1)數對 ( ),α β =____________。 

(2)第三個因式為____________。 

 

習題習題習題習題 7                                                                 【【【【學測學測學測學測 88887777】】】】 

設 ( )f x 為一多項式。若 ( 1) ( )x f x+ 除以 2 1x x+ + 的餘式為5 3x + ， 

則 ( )f x 除以 2 1x x+ + 的餘式為____________。 

 

習題習題習題習題 8                                                                 【【【【學測學測學測學測 92929292】】】】 

若 3 2( ) 2 5f x x x x= − − + ，則多項式 ( ) ( ( ))g x f f x= 除以 ( 2)x − 的餘式為？ 

 

 

 

解答與解析 

習題 1： 4 1x− +  

習題 2：5 44x −  

習題 3：235 

習題 4： 24 5 2x x+ +  

習題 5：4 10x +  
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習題 6：(1) (24 , 2)；(2) 4x+5 

習題 7：2 5x +  

由除法原理可知： 

2

2

2 2

2 2

( ) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1)( 1) ( ) ( 1)( )

( 1)( 1) ( ) ( )

( 1)( 1) ( ) ( 1) ( )

f x x x Q x ax b

x f x x x x Q x x ax b

x x x Q x ax a b x b

x x x Q x a x x bx b a

= + + + +
+ = + + + + + +

= + + + + + + +
= + + + + + + + + −

 

由上式可知， 5b = ， 3 5b a b− = ⇒ = ， 2a =  

故，餘式為2 5x +  

習題 8： 

由餘式定理可知所求為 

(2) ( (2)) (3) 11g f f f= = =  
 


