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10-1-4 三點共線定理 
 

定理敘述 

 三點共線定理 

若 A,B,P 三點共線，則 

(1)APሬሬሬሬሬറ ൌ ,ሬሬሬሬሬറܤܣݐ ݐ ∈ ܴ 

(2)ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܣܱߙ ൅ ሬሬሬሬሬറ，其中αܤܱߚ ൅ β ൌ 1 

(3)αܱܣሬሬሬሬሬറ ൅ ሬሬሬሬሬറܤܱߚ ൅ ሬሬሬሬሬറܱܲߛ ൌ 0ሬറ，其中α ൅ β ൅ γ ൌ0 

若上述任一敘述成立，亦可推得 A,B,P 三點共線 

 

 

定理證明或說明 

 三點共線定理 

(1)由	APሬሬሬሬሬറ ൌ ,ሬሬሬሬሬറܤܣݐ ݐ ∈ ܴ可知APሬሬሬሬሬറ//ܤܣሬሬሬሬሬറ，故 A,B,P 三點共線。 

反之，若 A,B,P 三點共線，則APሬሬሬሬሬറ//ܤܣሬሬሬሬሬറ，故APሬሬሬሬሬറ ൌ ,ሬሬሬሬሬറܤܣݐ ݐ ∈ ܴ 

(2)由(1)得若 A,B,P 三點共線，則APሬሬሬሬሬറ ൌ tABሬሬሬሬሬറ, t ∈ R ⟹ ൫OPሬሬሬሬሬറ െ OAሬሬሬሬሬറ൯ ൌ t൫OBሬሬሬሬሬറ െ OAሬሬሬሬሬറ൯ ⟹ OPሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ1 െ tሻOAሬሬሬሬሬറ ൅ OBሬሬሬሬሬറ 
令 1-t=α，t=β，則OPሬሬሬሬሬറ ൌ αOAሬሬሬሬሬറ ൅ βOBሬሬሬሬሬറ，其中α ൅ β ൌ 1 

反之，已知OPሬሬሬሬሬറ ൌ αOAሬሬሬሬሬറ ൅ βOBሬሬሬሬሬറ，其中α ൅ β ൌ 1，將上述步驟回推，亦可得 A, B, P 三點共

線 

(3)由(2)得若 A,B,P 三點共線，則OPሬሬሬሬሬറ ൌ αOAሬሬሬሬሬറ ൅ βOBሬሬሬሬሬറ，其中α ൅ β ൌ 1 ⟹ 	αOAሬሬሬሬሬറ ൅ βOBሬሬሬሬሬറ െ OPሬሬሬሬሬറ ൌ 0ሬറ 
令-1 = γ，則αOAሬሬሬሬሬറ ൅ βOBሬሬሬሬሬറ ൅ γOPሬሬሬሬሬറ ൌ 0ሬറ，其中α ൅ β ൅ γ ൌ0 

反之，若已知αOAሬሬሬሬሬറ ൅ βOBሬሬሬሬሬറ ൅ γOPሬሬሬሬሬറ ൌ 0ሬറ，其中α ൅ β ൅ γ ൌ0 ⟹ αOAሬሬሬሬሬറ ൅ βOBሬሬሬሬሬറ െ ሺα ൅ βሻOPሬሬሬሬሬറ ൌ 0ሬറ 
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⟹ OPሬሬሬሬሬറ ൌ ஑஑ାஒOAሬሬሬሬሬറ ൅ ஒ஑ାஒOBሬሬሬሬሬറ，其中
஑஑ାஒ ൅ ஒ஑ାஒ ൌ 1 

故 A,B,P 三點共線 

 

關鍵字 

三點共線 

 
例題 1 

已知 A(1,3),B(2,6),C(-1,k)，若 A,B,C 三點共線，則 k=____ 

Ans：-3 

解： ܤܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ1,3ሻ, ሬሬሬሬሬറܥܣ ൌ ሺെ2, ݇ െ 3ሻ 
A,B,C 三點共線⇒ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൌ ሬሬሬሬሬറܥܣݐ ⇒ ሺ1,3ሻ ൌ ሺെ2ݐ, ሺ݇ െ 3ሻݐሻ ⇒ t ൌ െ12 , k ൌ െ3 

 
例題 2 

已知 A,B,P 三點共線，若ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ6 ൅ ሬሬሬሬሬറܣሻܱݐ ൅ ሺ3 െ ሬሬሬሬሬറ，則ܤܣሻݐ t=_______ 

Ans：-5 

解：ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ6 ൅ ሬሬሬሬሬറܣሻܱݐ ൅ ሺ3 െ ሬሬሬሬሬറܤܣሻݐ ⇒ ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ6 ൅ ሬሬሬሬሬറܣሻܱݐ ൅ ሺ3 െ ሬሬሬሬሬറܤሻ൫ܱݐ െ ⇒ ሬሬሬሬሬറ൯ܣܱ ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ2ݐ ൅ 3ሻܱܣሬሬሬሬሬറ ൅ ሺ3 െ ሬሬሬሬሬറܤሻܱݐ ⇒ ሺ2ݐ ൅ 3ሻ ൅ ሺ3 െ ሻݐ ൌ 1 

∴t=-5 

 
例題 3 

下列何者使 A, B, C 三點共線 

(A)ܱܥሬሬሬሬሬറ ൌ ସହܱܣሬሬሬሬሬറ ൅ ଵହܱܤሬሬሬሬሬറ      (B)ܱܥሬሬሬሬሬറ ൌ ଻ହܱܣሬሬሬሬሬറ െ ଶହܱܤሬሬሬሬሬറ 
(C)ܱܥሬሬሬሬሬറ ൌ െ ସଷܱܣሬሬሬሬሬറ ൅ ଵଷܱܤሬሬሬሬሬറ    (D)ܱܥሬሬሬሬሬറ ൌ ହ଻ ሬሬሬሬሬറܣܱ െ ଶ଻ܱܤሬሬሬሬሬറ 
(E)ଵଶ ሬሬሬሬሬറܣܱ െ ଵଷܱܤሬሬሬሬሬറ െ ଵ଺ ሬሬሬሬሬറܥܱ ൌ 0ሬറ 

Ans：(A)(B)(E) 

解：由三點共線的性質可知選(A)(B)(E) 
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例題 4 

下列各式哪些可以確認 P 點在線段ܤܣതതതത上？ 

(1)ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ଶଷܱܣሬሬሬሬሬറ ൅ ଵଷ ܱܲሬሬሬሬሬറ	ሬሬሬሬሬറ  (2)ܤܱ ൌ ଶଷ ሬሬሬሬሬറܣܱ െ ହଷܱܤሬሬሬሬሬറ  (3)	ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ସଷܱܣሬሬሬሬሬറ െ ଵଷܱܤሬሬሬሬሬറ 
ሬሬሬሬሬറܣ3ܱ(4) ൅ ሬሬሬሬሬറܤܱ െ 4ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ 0ሬറ  (5)	3ܱܣሬሬሬሬሬറ ൅ ܱܲሬሬሬሬሬറ െ ሬሬሬሬሬറܤ4ܱ ൌ 0ሬറ 

Ans：(1)(4) 

解：設ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܣܱߙ ൅ ሬሬሬሬሬറ，若ܤܱߚ P 點在線段ܤܣതതതത，則α ൅ β ൌ 1且α, β ൐ 0，故選(1)(4) 

 
例題 5 

D 和 E 兩點分別在△ABC 的ܤܣതതതത和ACതതതത邊上，且ܣDതതതത：DBതതതത=2：3，ܣEതതതത：ECതതതത=3：4，ܧܤതതതത和ܦܥതതതത交於

P 點，且APሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣݔ ൅  ________=ሬሬሬሬሬറ，試求數對(x,y)ܥܣݕ

Ans： )
29
9,

29
8(  

解： APሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣݔ ൅ ሬሬሬሬሬറܥܣݕ ⇒ ሬሬሬሬሬറ ൌܲܣ ݔ ൬52ܦܣሬሬሬሬሬറ൰ ൅ ሬሬሬሬሬറܥܣݕ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣݔ ൅ ݕ ൬73ܧܣሬሬሬሬሬറ൰ 

因 D-P-C 三點共線，故 1
2
5

 yx  

因 B-P-E 三點共線，故 1
3
7

 yx  

解聯立得 )
29
9,

29
8(),( yx  

例題 6 △ABC 中，D 為 BC 上一點，P 為 AD 上一點，若ܲܣሬሬሬሬሬറ ൌ ଷଵଽ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൅ ହଵଽ ሬሬሬሬሬറ，則ܥܣ BD：CD  ____________

Ans：5：3 

解：如圖，設ܦܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܲܣ݇ ൌ ଷ௞ଵଽ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൅ ହ௞ଵଽ  ሬሬሬሬሬറܥܣ
∵B-D-C 共線，∴

8
191

19
5

19
3

 kkk  

ሬሬሬሬሬറܦܣ∴ ൌ ଷ଼ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൅ ହ଼ ሬሬሬሬሬറܥܣ 3:5:  CDBD  
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溫故知新 

習題 1 

已知 A,B,P 三點共線，若ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሺ6 ൅ ሬሬሬሬሬറܣሻܱݐ2 ൅ ሺ3 െ ሬሬሬሬሬറ，則ܤሻܱݐ t=_______ 

 
習題 2 

在△ABC 中﹐設 D 在 BC 上，且 3 2BD DC ： ： ，E 在 AC 上，且 2 1AE EC ： ： ， AD 交 BE 於

點 P﹐若APሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣݔ ൅  ____________ ሬሬሬሬሬറ﹐則數對(x,y) ܥܣݕ

 
習題 3 △ABC 中﹐D 為 BC 中點﹐E 在 AC 上，且 3:1: ECAE ， AD 交 BE 於點 P﹐CP 之延長線與

AB 交於 Q 點﹐則 

(1)若ܲܥሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܣܥݔ ൅  ﹔____________ ሬሬሬሬሬറ，則數對(x , y) ܤܥݕ

(2) CP ： PQ  ____________ 

 
習題 4 

四邊形 ABDC，若2ܤܣሬሬሬሬሬറ ൅ ሬሬሬሬሬറܥܣ3 ൌ  ሬሬሬሬሬറ﹐則ܦܣ4

(1)△ABC：△ABD 的面積比為____________﹔ 

(2)若 AD 與 BC 交於一點 O，且ܱܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܤܣߙ ൅  ____________ ሬሬሬሬሬറ，數對(  ,  ) ܥܣߚ

 
習題 5 

A, B, C 三點不共線，5ܲܤሬሬሬሬሬറ ൌ ,ሬሬሬሬሬറܣܤ ሬሬሬሬሬറܳܥ5 ൌ ശሬሬሬሬԦ交ܳܤ，ሬሬሬሬሬറܲܥ3 AC 於 R 點，則 AR ： RC  ____________

 
習題 6 

A, B, C 三點不共線，ܲܥሬሬሬሬሬറ ൌ ,ሬሬሬሬሬറܥܤ ሬሬሬሬሬറܳܣ2 ൌ ,ሬሬሬሬሬറܥܣ ሬሬሬሬሬറܴܣ3 ൌ ，ሬሬሬሬሬറܤܣ BQ 交 CR 於 S﹐若ܵܤሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܲܤݔ ൅ ，ሬሬሬሬሬറܴܤݕ
則數對(x , y)  ____________ 
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習題 7                                                                 【學測 92】

設 ABC 為坐標平面上一三角形，P 為平面上一點且ܲܣሬሬሬሬሬറ ൌ ଵହ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൅ ଶହ  ሬሬሬሬሬറ﹐則ܥܣ
△୅୆୔ 面積△୅୆େ 面積

 等於 

(1) 1
5

  (2) 1
4

  (3) 2
5

  (4) 1
2

  (5) 2
3

 

 
習題 8                                                                 【學測 93】

設△ABC 為平面上的一個三角形，P 為平面上一點且ܲܣሬሬሬሬሬറ ൌ ଵଷ ሬሬሬሬሬറܲܣ ൅ ሬሬሬሬሬറ，其中ܥܣݐ t 為一實數。 

請問下列哪一選項為 t 的最大範圍，使得 P 落在△ABC 的內部﹖ 

 
習題 9                                                                【學測 94】

如下圖所示，兩射線ܱܣሬሬሬሬሬԦ, ሬሬሬሬሬԦ交於ܤܱ O 點，試問下列選項中哪些向量的終點會落在陰影區域內？

ሬሬሬሬሬറܣܱ(1) ൅ ሬሬሬሬሬറܣܱ	ሬሬሬሬሬറ    (2)ଷସܤ2ܱ ൅ ଵଷܱܤሬሬሬሬሬറ   

(3)	ଷସ	ܱܣሬሬሬሬሬറ െ ଵଷܱܤሬሬሬሬሬറ  (4)	ଷସ ሬሬሬሬሬറܣܱ ൅ ଵହܱܤሬሬሬሬሬറ  (5) ଷସ ሬሬሬሬሬറܣܱ െ ଵହܱܤሬሬሬሬሬറ 
 
 
 

 

解答與解析 

習題 1：-8 

習題 2： 4 6( , )
13 13

 

習題 3：(1) 3 1( , )
5 5

；(2)4：1 

習題 4：(1)4：3；(2) 2 3( , )
5 5

 

習題 5：10：3 

習題 6： 1 3( , )
5 5
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習題 7：(3) 

       解：如圖，延長 AP 與 BC 交於 D 點 

           設ܦܣሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬറܲܣ݇ ൌ ௞ହ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൅ ଶ௞ହ  ሬሬሬሬሬറܥܣ
           ∵B-D-C 共線  

           ∴ 5:3:
3
51

5
2

5
 ADAPkkk  

ሬሬሬሬሬറܦܣ            ൌ ଵଷ ሬሬሬሬሬറܤܣ ൅ ଶଷ ሬሬሬሬሬറܥܣ 1:2:  DCBD  

           故△ABP=
5
3 △ABD=

5
3 (

3
2 △ABC)=

5
2 △ABC 

習題 8：(4) 

       解：當 t≦0 或 t
3
1

≧1 時，P 落在△ABC 外部或邊界上，故選(4) 

習題 9：(1)(2) 

       解：ܱܲሬሬሬሬሬറ ൌ ሬሬሬሬሬԦܣܱݔ ൅ ሬሬሬሬሬԦ，若滿足(1)x>0，y>0 (2)x+y>1 則ܤܱݕ P 落在陰影區域 

 

 


