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16-3-1  複數平面 
 

定理敘述 

1.複數平面 

令 x 軸為實數軸， y 軸為虛數軸。則任意一個複數均可在 x , y 軸形成之平面上，找到一

對應的坐標點，稱此平面為複數平面。 

例： )2,1(21  i 、 )2,0(2  i 、 )0,1(1  

2.複數的絕對值 

若 z a bi  ， ,a b R ，則 22 baz  稱為 z 的絕對值（即複數平面上 z 到原點距離） 

若 1z 、 2z 均為複數，則 

(1) 2121 zzzz     

(2) 若 2 0z  ，則 11

2 2

zz
z z

    

(3) nn zz 11     

(4) 11 zz     

(5) 11
2

1 zzz        

(6) 
1

1111
111
z

zzzz   

 

定理證明或說明 

若 1z 、 2z 均為複數，假設 1z a bi  、 2z c di  ，則： 

(1) 1 2 | ( )( ) | | ( ) ( ) |z z a bi c di ac bd ad bc i           

     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) +ac bd ad bc a c b d a d b c a b c d           

     1 2z z   
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(2) 11
2 1 1

2 2 2 2

1 10,
zzz z z

z z z z
         

  其中 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1( ) ( )
| |

c di c d
z c di c d c d c d c d z

 
     

    
 

(3) 1 1 1 1 1 1 1 1... ... = nnz z z z z z z z           

(4) 2 2 2 2
1 1( )z a b a b z         

(5) 2 2 2
1 1 1( )( ) | |z z a bi a bi a b z             

(6) 
1

1111
111
z

zzzz   

 

關鍵字 

實軸、虛軸、複數、複數平面 

例題 1 
2 3

3 2

(3 4 ) (3 4 )
(1 2 ) (2 )

i i
i i

 
 

=＿＿＿＿＿ 

Ans： 25 5  

解：
2 3 2 3 2 3

3 23 2 3 2

(3 4 ) (3 4 ) | 3 4 | | 3 4 | 5 5 25 5
(1 2 ) (2 ) |1 2 | | 2 | 5 5

i i i i
i i i i

    
  

    
 

 
例題 2 

複數平面上，若一圓以原點為圓心、半徑為 2，則下列哪些複數在此圓上？ 

(A) 3 i    (B) 1 i   (C) cos sin
3 3

i 
   (D) 2i   (E) 2sin 2 2 cos 2i   

Ans：(A)(D) 

解： | 3 | 2i   ， |1 | 2i  ， | cos sin | 1
3 3

i 
  ， | 2 | 2i  ， | 2sin 2 2 cos 2 | 2 2i    

  故選(A)(D) 
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例題 3 

複數 1z 、 2z 在複數平面上分別表 A 、 B 兩點，O 為原點，且 1| |z 3 、 2| |z 4 ，
3

AOB 
  ，

試求 OAB 面積 ＿＿＿＿＿ 

Ans：3 3  

解： 1| |z 3 3OA   ， 2| |z 4 4OB    

    所求
1 3 4 sin 3 3
2 3

OAB 
     面積  

 
例題 4 

若 a R ，則 | (3 4 ) | + | (1 ) |a i a i    的最小值為＿＿＿＿＿，此時 a ＿＿＿＿＿ 

Ans： 29 ；
7
5

a   

解：設複數平面上 (3 4 )P i ， (1 )Q i ， ( )A a  

  所求 | (3 4 ) | + | (1 ) |a i a i    29PA QA PQ     

  此時
7
5

a   

 

例題 5 

2 4 2(3 4 ) ( 1 3 )z i i     | |z ＿＿＿＿＿ 

Ans：50 

解： 2 2 4 2 4 2| | | | | (3 4 ) ( 1 3 ) | 5 2z z i i       ，得 | |z 50  

 
例題 6 

設 z 為一複數，且
2
2

z i i
z i





。試問 z 的絕對值 z ＿＿＿＿＿ 

Ans：2 

解：
2 2 2 2
2 1

z i ii z
z i i
 

    
 

，故所求為 2  
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溫故知新 

習題 1 

若複數
5

10

(3 4 )
(1 2 )

z
i
i





，則 100| |z =＿＿＿＿＿ 

 
習題 2 

複數平面上，下列哪些複數在以原點為圓心之單位圓上？ 

(A) 1 3
2 2

i    (B) 1 i   (C) cos sin
3 3

i 
   (D) i   (E) sin 2 cos 2i   

 
習題 3 

複數 1z 、 2z 在複數平面上分別表 A 、 B 兩點，O 為原點，且 1| |z 3 、 2| |z 4 ， 1 2| |z z 5 ，

試求 OAB 面積 ＿＿＿＿＿ 

 
習題 4 

若 a 為一複數，則 | 5 12 | + | |a i a  的最小值為＿＿＿＿＿ 

 
習題 5 

4 4 2(3 4 ) ( 1 3 )z i i     | |z ＿＿＿＿＿ 

 
習題 6 

設 z 為一複數，且  2 2z i i z   。求 z 的絕對值 z ＿＿＿＿＿ 

 
習題 7                                                             【指考甲 102】

設 z 為一複數，且
2
2

z i
z





（其中 1i   為虛數單位）。試問 z 的絕對值 z 為下列哪一個選

項？(1) 1
2

 (2) 2
2

  (3) 1 (4) 2  (5) 2  
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習題 8                                                              【指考甲 96】

設 2 2cos sin
7 7

z i 
  ，試問複數 1 z 的絕對值為以下哪一選項？ 

(1) 2sin
7
  (2) 2sin

7
  (3) 22 sin

7
  (4) 22(1 cos )

7


  (5) 21 cos
7


  

 
習題 9                                                                 【學測 96】

若 {z  | 1 1}z z  為複數且 ，則下列哪些點會落在圖形 { | , }w w iz z    上? 

(1) 2 i    (2) －2 i   (3) 1 i    (4) 1－ i   (5) －1＋ i  

 
習題 10                                                                【學測 93】

右圖陰影部分所示為複數平面上區域 

{ :A z
3 5(cos sin ), 0 1, }
4 4

z r i r             之略圖。 

令 { :D w 3, }w z z A  ，試問下列選項中之略圖，何者之陰影部分與區

域 D 最接近？ 

(1) 

 

(2) (3)

(4) 

 

(5)   

 

 
習題 11                                                              【指考甲 94】

令 1i ， z 表複數 z 的共軛複數。在複數平面上，所有滿足方程式 0)1()1(  zizi 的

複數 ，會形成下列哪種的圖形？(1)一點  (2)一圓  (3)一直線  (4)兩直線 

 

z

y 

x x

y 

x

y 

y 

x x

y 
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習題 12                                                                【學測 95】

設一元二次整係數方程式 2 0ax bx c    有一根為 4 3i 。若將此方程式的兩根與原點在

複數平面上標出，則此三點所圍成的三角形面積為 

(1)5    (2) 6    (3)12    (4)16    (5) 24  

 

 

解答與解析 

習題 1：1 

習題 2：(A)(C)(D)(E) 

習題 3：6 

習題 4：13 

習題 5： 5 2  

習題 6： 2 2  

習題 7：(5) 

        解：
2 2 2
2 1

z ii z
z i
 

  
 

，得| z |  2 2 2 2 2
1 2

| i |
| i |


 


，故選(5) 

習題 8：(1) 

        解： (1 cos ) sin
2 21
7 7

iz  
    

       |1 |z 2 2 2 2(1 cos ) sin cos sin
2 2 2 2 22cos 1
7 7 7 7 7
    

        

      
22 22 2cos 2(1 cos ) 2(2sin ) 2sin

7 7 7 7
   

       

      故選(3) 

習題 9：(1)(3)(5) 

        解：依據題意得：若 w，則
w
i
 (即 | 1|w

i
 1 ) 

      (1) 2| 1|i
i
 1  
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      (2) 2| 1|i
i


 3 1    

      (3) 1| 1|i
i


  | 1 1|i   1    

      (4) 1| 1|i
i


  | 1 1|i   5 1     

      (5) 1| 1|i
i

 
  | 1 1|i   1  

      故選(1)(3)(5) 

習題 10：(5) 

        解：若 (cos sin )z r i   ，則 3 3 (cos3 sin 3 )z r i    

      因為
3 5
4 4
   ，所以

9 153
4 4
    

      故選(5) 

習題 11：(3) 

        解：設 z x yi   

      (1 ) (1 ) (1 )( ) (1 )( ) 0i z i z i x yi i x yi            

      0x yi xi y x yi xi y          

      0x y   ，所以形成之圖形為一直線 

      故選(3) 

習題 12：(3) 

        解：整係數一元二次方程式之兩根， 

      若其中一根為複數，則另一根為其共軛複數。 

      得兩根為 4 3i 、 4 3i ，其在複數平面上代表之點為 (4,3) 、 (4, 3)  

      所求面積為12 ，故選(3) 

 


