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14-2-4~14-2-5 橢圓的極值與伸縮 
 

定理敘述 

1. 橢圓參數式 
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2. 柯西不等式 

 , , ,a b x y 都是實數， 2 2 2 2 2( )( ) ( )a b x y ax by    ，等號成立時 : :a b x y 。 

3. 正餘弦的疊合 

 ( ) sin cosf x a x b x  2 2 sin( )a b x    ，其中
2 2
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 2 2 2 2( )a b f x a b      

 

 

定理證明或說明 

橢圓
2 2

2 2 1     ( , 0)x y a b
a b

   ， 

(1)內接最大矩形(邊與坐標軸平行)之面積為 ab2  

(2)內接矩形之最大周長為 224 ba  。 

證明：設橢圓上內接矩形在第一象限上的點 

   ( cos , sin )P a b  ，如右圖所示 

(1) 橢圓內接矩形在第一象限的圍成的面積為 cos sin sin 2
2
aba b    ， 

 當 sin 2 1  時有最大值
2
ab  

 內接矩形最大面積為 4 2
2
ab ab   
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(2) 橢圓內接矩形在第一象限的圍成的部分周長為 cos sina b  2 2 sin( )a b x    ， 

 最大值為 2 2a b  

 內接矩形最大周長為 224 ba   

 

 

注意事項 

橢圓
2 2

2 2 1x y
a b

  上一點 ( cos , sin )P a b  參數式的 不是OP 和 x 軸的夾角。 

 

 

關鍵字 

正弦、餘弦、科西不等式 

 

例題 1 

將圓 2 2 2x y  沿著水平方向伸縮 5 倍，沿著鉛直方向伸縮 2 倍，可得一橢圓，求此橢圓的

方程式與焦點坐標。 

Ans： 

如右圖所示 

5 2a  ， 2 2b  的左右型橢圓 

2 50 8 42c     

橢圓方程式
2 2

1
50 8
x y

  ，焦點 ( 42,0)  

 

例題 2 

設O 為
2 2

1
9 3
x y

  之中心， A 為在O 點右邊的頂點，且 30POA  ，求 P 點座標？ 

Ans： 

如下圖所示，設 0OP r  ，  
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3( cos30 , sin 30 ) ( , )
2 2

r rP r r   代入橢圓方程式 

2 23
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r r

  ，
2

1
6
r

 ， 6r   (負不合)， 3 2 6( , )
2 2

P  

 

例題 3 

橢圓
2 2

1
9 4
x y

  上任一點 ( , )P x y ，求：(1) 3x y 的最大值 (2) P 點到直線 3 10 0x y   的

最大距離 。 

Ans： 

方法一：設
2 2

1
9 4
x y

  上任一點 ( , ) (3cos ,2sin )P x y   ， 0 2    

(1) 3x y 3cos 6sin 45 sin( )       ，最大值 45 3 5  

(2) P 點到直線 3 10 0x y   的距
3cos 6sin 10

1 9

  




45 cos( ) 10

10

  
 

 最大值  3 5 10
10



3 2 2 10

2
  

方法二： ( , )P x y 在橢圓上，
2 2

1
9 4
x y

   

    由柯西不等式
2 2

2 2 2( )(3 6 ) ( 3 )
9 4
x y x y    ， 245 ( 3 )x y   

    3 5 3 3 5x y    ，最大值3 5  

 

例題 4 

求橢圓 2 22 5 4 20 12 0x y x y     內接矩形面積最大值及內接矩形周長最大值。 

Ans： 

2 2( 1) ( 2) 1
5 2

x y 
  ，面積最大值 2 2 5 2 2 10ab     ， 

周長最大值 2 24 4 5 2 4 7a b    。 
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溫故知新 

習題 1 

將圓 2 2 1x y  沿著水平方向伸縮 3 倍，沿著鉛直方向伸縮 7 倍，可得一橢圓，求此橢圓的

方程式與焦點坐標。 

 
習題 2 

橢圓
2 2

1
4 16
x y

  上任一點 ( , )P x y ，求：(1) 2x y 的最大值 (2) P 點到直線 2 1 0x y   的最

大距離 。 

 
習題 3 

求橢圓 2 225 16 400x y  內接矩形面積最大值及內接矩形周長最大值。 

 

 

解答與解析 

習題 1：
2 2

1
9 49
x y

  ， (0, 2 10)  

習題 2：(1) 4 2   (2) 4 10 5
5
   

習題 3：面積最大值 40，周長最大值 4 41  

 

 

延伸閱讀 

三角函數、科西不等式 


