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4-1-3  一階遞迴式 

 

定理證明或說明 

1. 常見一階遞迴關係常見一階遞迴關係常見一階遞迴關係常見一階遞迴關係 

 常見的兩種遞迴關係式如下，具有遞迴關係式的數列稱為遞迴數列。 

(1) 等差數列： 1−− =k ka a d （後項 ka 減去前項 1−ka 的差值為固定值 d ） 

(2) 等比數列：
1−

=k

k

a
r

a
（後項 ka 除以前項 1ka − 的比值為固定值 r ） 

2. 一階遞迴關係解題步驟一階遞迴關係解題步驟一階遞迴關係解題步驟一階遞迴關係解題步驟 

 當我們面對遞迴數列問題時，一般而言，求解過程可分為下列兩個步驟： 

(1) 根據問題條件(或情境)的關係式先寫出一個數列 ka ，此時，可以多列出幾項觀察項與

項之間的關係。 

(2) 建立相鄰項之間的遞迴關係式，盡量與項數結合。（相鄰項可能是相鄰兩項或三項） 

 這種解題過程稱為遞迴方法。 

 

 

注意事項 

1. 常見遞迴關係式(等差與等比要馬上觀察出來) 

2. 多列幾項觀察規律性時，請避免計算錯誤，導致影響觀察結果。 

3. 計算求解時，若跟項數有關者，請先保留計算過程，請勿急於合併求解，導致不易觀察與

項數間的關係。 

 

 

關鍵字 

遞迴數列、遞迴方法、等差數列、等比數列 
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例題例題例題例題 1 

設數列 na 滿足 1

1

4
a = 且 1

5

4n na a+ = ， n 是任意自然數，試求： 

(1) 2 3 4 5, , ,a a a a ；(2)試推測第 n 項 na （以 n 表示） 

Ans： 

(1) 2 1

5 5 1 5

4 4 4 16
= × = × =a a  發現 1

2

5 1 5
( )

16 4 4
= =a  

3 2

5 5 5 25

4 4 16 64
= × = × =a a  發現 2

3

25 1 5
( )

64 4 4
= =a  

4 3

5 5 25 125

4 4 64 256
= × = × =a a  發現 4 3125 1 5

( )
256 4 4

= =a  

5 4

5 5 125 625

4 4 256 1024
= × = × =a a  發現 4

5

625 1 5
( )

1024 4 4
= =a  

(2) 由(1)我們可推測 11 5
( )

4 4
n

na −= ，對於所有自然數 n 。 

例題例題例題例題 2 

數列 na 滿足 1

2

3
a = ， 2

12 3 2+ = − − +n n na a a ，其中 n N∈ ，則 103 ?=a  

Ans： 

依據遞迴關係式 2
12 3 2n n na a a+ = − − + ，列出多項觀察規律： 

2
2

1 2 2
[ 3( ) ( ) 2] 0

2 3 3
= − − + =a  

2
3

1
[ 3 0 0 2] 1

2
= − × − + =a  

2
4

1
[ 3 1 1 2] 1

2
= − × − + = −a  

2
5

1
[ 3 ( 1) ( 1) 2] 0

2
= − × − − − + =a  

2
6

1
[ 3 0 0 2] 1

2
= − × − + =a  

2
7

1
[ 3 1 1 2] 1

2
= − × − + = −a  
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由上述結果，發現除了第 1 項外， 

之後的各項為 0,1, 1,0,1, 1,0,1, 1,− − − L   

歸納出 3 1=ka ， 3 1 1+ = −ka ， 3 2 0+ =ka  

而所求 103 3 34 1 1× += = −a a  

例題例題例題例題 3 

若一數列定義如下： 1 2a = ， 1

1
2n

n

a
a+ = − ， n N∈ ，則此數列的一般項 na 為何？（請以 n 的

形式表示） 

Ans： 

依據遞迴關係式 1

1
2n

n

a
a+ = − ，列出多項觀察規律： 

2
1

1 1 3
2 2

2 2
= − = − =a

a
 

3
2

1 2 4
2 2

3 3
= − = − =a

a
 

4
3

1 3 5
2 2

4 4
= − = − =a

a
 

5
4

1 4 6
2 2

5 5
= − = − =a

a
 

從規律中，我們可以推測
1+=n

n
a

n
 

（推測出結論後，如何確認是否正確？可用數學歸納法驗證） 

 

例題例題例題例題 4 

數列 na 定義為 1 1=a ， n N∈ 時， ( )1 2 1+ = + +n na a n ，試求 na 之值。 

Ans： 

依據遞迴關係式 ( )1 2 1n na a n+ = + + ，列出多項觀察： 

2a 1 2 1 1= + × +a  

3a 2= a 2 2 1+ × +  
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4a 3= a 2 3 1+ × +  

5a = a 4 2 4 1+ × +  

   M   

)+ =na a 1 2 ( 1) 1− + × − +n n  

1 2 [1 2 3 ( 1)] 1 ( 1)= + × + + + + − + × −Lna a n n   

( 1)
1 2 ( 1)

2

−= + × + −n n
n  

21 1= + − + −n n n  

2= n  

 

例題例題例題例題 5 

數列 na 滿足 1 1a = 且 1 2 1n na a+ = + ， n 為正整數，試求： 

(1) 2 3 4 5, , ,a a a a  (2)第 n 項 na 之值（以 n 表示） 

Ans： 

(1) 分別計算後可得 

2 12 1 2 1 1 3= + = × + =a a  

3 22 1 2 3 1 7= + = × + =a a  

4 32 1 2 7 1 15= + = × + =a a  

5 42 1 2 15 1 31= + = × + =a a  

(2) 依據遞迴關係式 1 2 1n na a+ = + ，疊代寫出其關係： 

12 1−= +n na a  

22(2 1) 1−= + +na         （其中 1 22 1− −= +n na a ） 

2
22 2 1 1−= + × +na  

2
32 (2 1) 2 1 1−= + + × +na    （其中 2 32 1− −= +n na a ） 

3 2
32 2 1 2 1 1−= + × + × +na  

L   
1 2 2

12 2 1 2 1 2 1 1− −= + × + + × + × +L
n na  
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1 2 22 1 2 1 2 1 2 1 1− −= × + × + + × + × +L
n n     （代入 1 1a = ） 

1 2 2 02 2 2 2 2− −= + + + + +L
n n  

0 2 2 12 2 2 2 2− −= + + + + +L
n n （轉成首項為 02 ，公比為 2，較易計算） 

02 (2 1)

2 1

−=
−

n

  

2 1= −n  

 

例題例題例題例題 6 

平面上 n 條直線，任兩條不平行，任三條不共點，此 n 條直線將平面分割成 na 個區域，試求： 

(1) 求 1 2 3 4, , ,a a a a  

(2) 寫出 na 的遞迴關係式  

(3) 求第 n 項 na 之值（以 n 表示） 

Ans： 

(1) 平面上 1 條直線，可將平面分割成 1a 個區域，得 1 2=a  

在任兩條不平行，任三條不共點下 

平面上 2 條直線，可將平面分割成 2a 個區域，得 2 1 2 4= + =a a  

平面上 3 條直線，可將平面分割成 3a 個區域，得 3 2 3 7= + =a a  

平面上 4 條直線，可將平面分割成 4a 個區域，得 4 3 4 11= + =a a  

(2) 由(1)之規律觀察，可發現 na 遞迴關係式為 1−= +n na a n  

(3) 由(2)之結論推導第 n 項 na 之值 

2a 1 2= +a  

3a 2= a 3+  

4a 3= a 4+  

5a = a 4 5+  

   M   

)+ =na a 1− +n n  

1 [2 3 ( 1) ]= + + + + − +Lna a n n   



 

 

6 

(2 )( 1)
2

2

+ −= + n n
 

24 2

2

+ + −= n n
 

2 2

2

+ += n n
 

推得
2 2

2

+ +=n

n n
a  

 

 

溫故知新 

習習習習題題題題 1 

試求首項為 5，公差為 7 的等差數列之遞迴關係式。 

 

習習習習題題題題 2 

數列 < >na ，滿足 1 4= −a ， 1

1
2

1+ = − −
+n

n

a
a

，則 2014 ?=a  

 

習習習習題題題題 3 

設數列 < >na 的首項 1 1=a 且滿足遞迴關係式 ( )1 3 1+ = + +n na a n ， ∈n N ，試求： 

(1) 2 3 4 5, , ,a a a a  (2) 一般項 na （請以 n 表示） 

 

習習習習題題題題 4 

設數列 < >na 滿足下列條件 1 1=a ， ( )3

1 1+ = + +n na a n ， ∈n N ，求此數列的一般項 na 。 

 

習習習習題題題題 5 

平面上有 n 個圓，其中任三個圓均不共點，此 n 個圓最多可將平面分割成 na 個區域，則： 

(1) 求 1 2 3 4, , ,a a a a  (2)寫出 na 的遞迴關係式 (3) 求第 n 項 na （以 n 表示） 
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習題習題習題習題 6                                                               【【【【指考乙指考乙指考乙指考乙 92】】】】 

若數列 na< > 滿足 1

1

7
a = ， 2

3

7
a = 及 1

7
(1 )

2n n na a a+ = − ， 1n ≥ ，則 101 100 ?a a− =  

 

 

解答與解析 

習題 1： 1 5=a ， 1 7+ − =n na a  ( 1n ≥ ) 

習題 2： 4−  

習題 3：(1) 2 3 4 55, 12, 22, 35a a a a= = = =  (2) 
23

2n

n n
a

−=  

習題 4： 2 21
( 1)

4na n n= +  

習題 5：(1) 1 2 3 42, 4, 8, 14= = = =a a a a  (2) 1 2+ = +n na a n  (3) 2 2= − +na n n  

習題 6： 3 2 2

7 7 3 4 6
(1 )

2 2 7 7 7
= − = × × =a a a  

        4 3 3

7 7 6 1 3
(1 )

2 2 7 7 7
= − = × × =a a a  

        5 4 4

7 7 3 4 6
(1 )

2 2 7 7 7
= − = × × =a a a  

        6 5 5

7 7 6 1 3
(1 )

2 2 7 7 7
= − = × × =a a a  

        可觀察出，從第 3 項之後，奇數項為
6

7
，偶數項為

3

7
 

        因此， 101 100

6 3 3

7 7 7
− = − =a a  


